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Prefácio 


A finalidade deste livro é servir de texto para um primeiro curso de Análise 
Matemática. Os assuntos nele tratados são expostos de maneira simples e direta, 
evitando-se maiores digressões. Assim, espero facilitar o trabalho do professor 
que, ao adotá-lo, não precisará perder muito tempo selecionando os tópicos que 
ensinará e os que vai omitir. Turmas especiais, estudantes com mais experiência, 
leitores que desejem uma apresentação mais completa ou alunos normais em 
busca de leituras complementares poderão consultar o “Curso de Análise”, vol. 1, 
que trata de matéria semelhante sob forma mais abrangente e é aproximadamente 
duas vezes mais longo. 


Os leitores que tenho em mente são alunos com conhecimento equivalente 
a dois períodos letivos de Cálculo, de modo a terem familiaridade com as idéias 
de derivada e integral em seus aspectos mais elementares, principalmente o 
cálculo das funções mais conhecidas e a resolução de exercícios simples. Espero, 
além disso, que eles tenham uma noção razoavelmente clara do que seja uma 
demonstração matemática. A lista de pre-requisitos termina dizendo que o leitor 
deve estar habituado às notações costumeiras sobre conjuntos, tais como x € A, 
ACB,AUBeAnNB,ete. 


Uma parte importante do livro são seus 260 exercícios. Eles servem para 
fixação da aprendizagem, desenvolvimento de alguns temas esboçados no texto 
e como oportunidade para o leitor verificar se realmente entendeu o que acabou 
de ler. Soluções de 190 desses exercícios, de forma completa ou resumida, são 
apresentadas no capítulo final. Naturalmente, gostaria que o recurso às soluções 
que ofereço fosse feito somente depois de um sério esforço para resolver cada 
problema. É precisamente esse esforço que, bem ou mal sucedido, conduz ao 
êxito no processo de treinamento. 


O processamento do manuscrito, pelo sistema TEX foi feito por Maria Celano 
Maia e Solange Villar Visgueiro sob a supervisão de Jonas de Miranda Gomes, 
ao qual devo vários conselhos e opiniões sensatas durante a preparação do livro. 
A revisão do texto foi feita por Levi Lopes de Lima, Ricardo Galdo Camelier e 
Rui Tojeiro. A todas estas pessoas, meus agradecimentos cordiais. ' 


A publicação deste livro foi financiada pela CAPES, a cujo Diretor Geral, 


professor José Ubyrajara Alves, muito devo pelo apoio e compreensão demons- 
trados. 


Rio de Janeiro, agosto de 1989. 
Elon Lages Lima 


Prefácio da terceira edição 


Embora tardiamente, registro aqui meus agradecimentos a Lorenzo Diaz pelo 
cuidadoso trabalho de revisão que fez na segunda edição. Agradeço igualmente 
a Florêncio Guimarães pelas correções minuciosas que fez para esta edição, com 
sua habitual acuidade. 


Rio de Janeiro, 7 de Janeiro de 1997. 
Elon Lages Lima 
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Conjuntos Finitos 
e Infinitos 


Neste capítulo, será estabelecida com precisão a diferença entre conjunto finito 
e conjunto infinito. Será feita também a distinção entre conjunto enumerável e 
conjunto não-enumerável. O ponto de partida é o conjunto dos números naturais. 


Números Naturais 


O conjunto N dos números naturais é caracterizado pelos seguintes fatos: 


. Existe uma função injetiva s:N — N. A imagem s(n) de cada número 


natural n € N chama-se o sucessor de n. 


. Existe um único número natural 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n c N. 


3. Se um conjunto X c N é tal que 1 € X es(X) c X (isto é, ne X => 


s(n) e X) então X =N. 


Essas afirmações podem ser reformuladas assim: 


. Todo número natural tem um sucessor, que ainda é um número natural; 


números diferentes têm sucessores diferentes. 


. Existe um único número natural 1 que não é sucessor de nenhum outro. 


. Se um conjunto de números naturais contém o número 1 e contém também o 


sucessor de cada um dos seus elementos, então esse conjunto contém todos 
os números naturais. 


As propriedades 1, 2, 3 acima chamam-se os axiomas de Peano. O axioma 3 


é conhecido como o princípio da indução. Intuitivamente, ele significa que todo 
número natural pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu sucessor s(1), 


o sucessor deste, s(s(1)), e assim por diante, com um número finito de etapas. 
(Evidentemente “número finito” é uma expressão que, neste momento, não tem 
ainda significado. A formulação do axioma 3 é uma maneira extremamente 
hábil de evitar a petição de princípio até que a noção de conjunto finito seja 
esclarecida.) 


O princípio da indução serve de base para um método de demonstração 
de teoremas sobre números naturais, conhecido como o método de indução (ou 
recorrência), o qual funciona assim: “se uma propriedade P é válida para o 
número 1 e se, supondo P válida para o número n daí resultar que P é válida 
também para seu sucessor s(n), então P é válida para todos os números naturais”. 


Como exemplo de demonstração por indução, provemos que, para todo 
n € N, tem-se s(n) # n. Esta afirmação é verdadeira para n = 1 porque, pelo 
axioma 2, tem-se 1 ££ s(n) para todo n logo, em particular, 1 4 s(1). Supondo-a 
verdadeira para um certo n € N, vale n £ s(n). Como a função s é injetiva, daí 
resulta s(n) # s(s(n)), isto é, a afirmação é verdadeira para s(n). 


No conjunto N dos números naturais são definidas duas operações funda- 
mentais: a adição, que associa a cada par de números (m, n) sua soma m + n, 
e a multiplicação, que faz corresponder ao par (m, n) seu produto m.n. Es- 
sas operações são caracterizadas pelas seguintes igualdades, que lhes servem de 
definição: 


ml = s(m) 
m- s(n) — s(m--m), istoé, m+ (n+1)=(m+n)+1; 
m.l =m; 


mintD)=mn+m. 


Noutros termos: somar 1 a m significa tomar o sucessor de m. E se já 
conhecemos a soma m + n também conheceremos m + (n + 1), que é o sucessor 
de m+n. Quanto à multiplicação: multiplicar por 1 não altera o número. E 
se conhecemos o produto m.n, conheceremos m.(n + 1) = mn +m. A de- 
monstração da existência das operações + e . com as propriedades acima, bem 
como sua unicidade, se faz por indução. Os detalhes serão omitidos aqui. O 
leitor interessado pode consultar o “Curso de Análise”, vol. 1, ou as referências 


propriedades da adição e da multiplicação: 


associatividade: (mtn+p=m+(n+D), m.(n.p) = (mn).p; 
distributividade: m.(n +p) 2 m.n + m.p; i 
comutividade: MENSEN EM, mn=nm; 

lei do corte: m+tn=m+p=> n= p, Mn = m.p = n = p. 


Dados os números naturais m, n, escreve-se m < n quando existe p € N 
tal que n = m+p. Diz-se então que m é menor do que n: À notação m <n 
significa quem « n ou m = n. Prova-se que m < n,n < p — m «p 
(transitividade) e que, dados m,n € N quaisquer, vale uma, e somente 
uma, das três alternativas: m =N, m « n ou n « m. ` 

Uma das mais importantes propriedades da relação de ordem m < n 
entre os números naturais é o chamado princípio da boa-ordenação, abaixo 
enunciado e provado. 

Todo subconjunto não vazio A C N possui um menor elemento, isto é, 
um. elemento no € À tal que no < n para todo n € A. . 

A fim de provar esta afirmação, para cada número n € N, chamemos 
de 4, o conjunto dos números naturais < n. Se 1 € A então 1 será o 
menor elemento de A. Se, porém, 1 É A, então consideremos o conjunto 
X dos números naturais n tais que In C N — A. Como I; = {1} C N— A, 
vemos que 1 € X. Por outro lado, como À não é vazio, concluimos que 
X Æ N. Logo a conclusão do axioma 3 não é válida. Segue-se que deve 
existir n € X tal que n+1 é X. Então In = (1,2,...,n) CN — A mas 
"ig zz n--1€ A. Portanto no é o menor elemento do conjunto A. 


2. Conjuntos finitos 


Continuaremos usando a notação In = {pE N; p € nj]. 

Um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou então existem n € Ne 
uma bijegáo f: In — X. Escrevendo x, = f(1), z2 = f(2),..., Zn = f(n) 
temos então X = (2z1,25,...,*4]. À bijeção f chama-se uma contagem 
dos elementos de X e o número n chama-se o número de elementos, ou 
número cardinal do conjunto finito X. O Corolário 1 abaixo prova que 
o número cardinal está bem definido, isto é, não depende da particular 
contagem f. 


Se À é um subconjunto próprio de In, não pode existir 
uma bijeção f: A L. 


Teorema 1. 


Demonstração: Suponha, por absurdo, que o teorema. seja falso e con- 

sidere no € N, o menor número natural para o qual 
existem um subconjunto próprio 4 C l4, e uma bijeção f: A — Ing. 
Tem-se, evidentemente, no > 1. Seja a € A tal que f(a) = no. À restrição 
de f ao subconjunto próprio A— (a) C L1 será uma bijeção sobre Td 
o que contraria a minimalidade de ng. 


Corolário 1. Se f: Im — X eg: In — X são bijecóes então m = n. 


Com efeito, se fosse m < n então Im seria um subconjunto próprio 
de In, o que violaria o Teorema 1, pois 9^! o f: Im — In é uma bijeção. 
Analogamente se mostra que não é possível n < m. Logo m = n. 


Corolário 2. Seja X um conjunto finito. Uma aplicação f: X —^ X é 
injetiva se, e somente so, é sobrejetiva. 


Com efeito, existe uma bijeção p: Ly - X. A aplicação f: X > X 
é injetiva ou sobrejetiva se, e somente se, p lo fog: I, > ho é 
Logo podemos considerar f: In — la. Se f for injetiva então, pondo 
A = f(1,), teremos uma bijeção /^! : A — In. Pelo Teorema LA=h 


e f é sobrejetiva. Reciprocamente, se / for sobrejetiva então, para cada 
x € In, podemos escolher y = g(x) € L tal que f(y) = z: Isto define 
uma aplicação g: In — dy tal que /'(g(x)) = para todo x € Ip. Então 
g é injetiva e, pelo que acabamos de provar, g é sobrejetiva. Assim, se 


Vi, Y2 € Ín forem tais que f(yi) = f (y2) tomamos z1, x2 € In com g(x1) = 
Vi, 9(22) = y» e teremos zi = f(9(25)) = Fu) = f(yz) = f(g(z3)) = zs, 
donde yı = 9(x1) = g(23) = y2 logo f é injebiva. E 


Corolário 3. Não pode existir uma bijeção entre um conjunto finito e 
uma sua parte própria. 


Com efeito, sejam X finito e Y C X uma parte própria. Existem 
n € Ne uma bijeção p: In — X. Então o conjunto A = q-!(Y) é 
uma parte própria de Iņ. Chamemos de o4: A > Y a bijeção obtida 
por restrição de p a A. Se existisse uma bijeção f: Y — X, a composta 
g = p ofoga: A — I, seria também uma bijeção, contrariando o 
Teorema 1. n 


Lema. Se existe uma bijeção f: X — Y então, dadosa € X eb € Y, 
existe também uma bijeção g: X — Y tal que g(a) =b. 


Demonstração: Seja b = f(a). Como f é sobrejetiva, existe o^ € X tal 

: que f(a’) = b. Definamos g: X > Y pondo g(a) = b, 
gla’) = V e g(x) = f(x) se x € X não é igual a a nem a a”, É fácil ver 
que g é uma bijeção. 


Teorema 2. Todo subconjunto de um conjunto finito é finito. 


Demonstração: Provaremos inicialmente o seguinte caso particular: se 

X é finito e a € X então X — (a) é finito. Com efeito, 
existe uma bijecáo f: In — X a qual, pelo Lema, podemos supor que 
cumpre f(n) = a. Se n = 1 então X — (a) = Ø é finito. Sen > 
|, à restrição de f a I, ; é uma bijeção sobre X — (a), logo X — fa) 
é finito e tem n — 1 elementos. O caso geral-se prova por indução no 
número n de elementos de X. Ele é evidente quando X = Ø ou n = 1. 
Supondo o Teorema verdadeiro para conjuntos com n elementos, sejam X 
um conjunto com n + 1 elementos e Y um subconjunto de X. Se Y = X, 
nada há o que provar. Caso contrário, existe a € X com a É Y. Então, 
na realidade, Y C X — (a). Como X — fa) tem n elementos, segue-se que 
Y é finito. 


Corolário 1. Dada f: X — Y, se Y é finito e f é injetiva então X é 
finito; se X é finito e f é sobrejetiva então Y é finito. 

Com efeito, se f é injetiva então ela é uma bijeção de X sobre um 
subconjunto f(X) do conjunto finito Y. Por outro lado, se f é sobrejetiva 
o X é finito então, para cada y € Y podemos escolher um z = g(y) € X 
tal que f(x) = y. Isto define uma aplicação g: Y — X tal que f(g(y)) = v 
para todo y € Y. Segue-se que g é injetiva logo, pelo que acabamos de 
provar, Y é finito. 

Um subconjunto X C N diz-se limitado quando existe p € N tal que 
x < p para todo z € X. 


Corolário 2. Um subconjunto X C N é finito se, e somente se, é limitado. 

Com efeito, se X = (z1,..., 24] C N é finito, pondo p = £1 - + 2n 
vemos que z € X = z < p logo X é limitado. Reciprocamente, se X c N 
é limitado então X C I, para algum p € N, segue-se pois do Teorema 2 
que X é finito. m 


3. Conjuntos infinitos 


Diz-se que um conjunto é infinito quando não é finito. Assim, X é 
iufinito quando não é vazio nem existe, seja qual for n € N, uma bijeção 
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. Por exemplo, o conjunto N dos números naturais é infinito, em virtude do 
"Corolário 2 do Teorema 2. Pelo mesmo motivo, se k € N então o conjunto k.N 
dos múltiplos de k é infinito. 


Teorema 3. Se X é um conjunto infinito, então existe uma aplicação 
injetiva fN — X 
Demonstração: Para cada subconjunto não vazio A C X, escolhemos um ele- 


mento z4 € A. Em seguida, definimos f:N — X indutiva- 
mente. Pomos f(1) = z x e, supondo já definidos f(1),..., f (n), escrevemos 
An = X - (f(1),..., f(n)). Como X é infinito, An não é vazio. Definimos 
então f(n + 1) = £4,- Isto completa a definição de f. Para provar que f é inje- 
tiva, sejam m, n € N, digamos com m « n. Então Fim) elf, f(n-1)) 
enquanto f(n) € X — (f(1),..., f(n— 1)). Logo f(m DO o 


Corolário. Um conjunto X é infinito se, c somente se, existe uma 


bijeção p: X — Y sobre um subconjunto próprio Y c X. 


Com efeito, sejam X infinito e f: N 
vamos, [er cada n c N, f(n) = æn. Consideremos o subconjunto próprio 
Y = X - [zi]. Definamos a bijeção o: X -+ Y pondo (x) = x se x não é um 
dos Tn e (tn) = Enyi (n € N). Reciprocamente, se existe uma bijeção de X 
sobre um seu subconjunto próprio então X é infinito, em virtude do Corolário 3 
do Teorema 1. 


Se N; = N- {1} então e: N > Ny, y(n) = n + 1, é uma bijeção de N sobre 
seu subconjunto N, = {2,3,...}. Mais geralmente, fixando p € N podemos 
considerar Np = {p+ 1, p+ 2,... } e definir a bijeção y: N — Np, p(n) =n+p. 
Fenômenos desse tipo já tinham sido observado por Galileu, que foi o primeiro 
a notar que “há tantos números pares quantos números naturais”, mostrando que 
se P = (2,4,6,...) É o conjunto dos números pares então y: N — P, dada por 
p(n) = 2n, é uma bijeção. Evidentemente, se T = {1,3, 5, . . . } é o conjunto dos 
números ímpares, então 4: N — T, com y(n) = 2n — 1, também é uma bijeção. 
Nestes dois últimos exemplos, N- P = I e N — I = P são infinitos, enquanto 
N- Np = (1,2,...,p] é finito. 


+ X uma aplicação injetiva. Escre- 


4. Conjuntos enumeráveis 


Um conjunto X diz-se enumerável quando é finito ou quando existe uma 
bijeção f:N — X. Neste caso, f chama-se uma enumeração dos elementos 


Seção 4 Conjuntos enumeráveis 


de X. Escrevendo f(1) = q, f (2) tem-se então 


X = {21 E2 Ens 


F(R) = ns... 


E et 


Teorema 4. Todo subconjunto X cC N é enumerável. 


Demonstração: Se X é finito, nada há para demonstrar. Caso contrário, enu- 

meramos os elementos de X pondo z;- menor elemento de X, 
e supondo definidos zi < £2 < --- < Zn, escrevemos Ån = X — {£1,;.. Tn}. 
Observando que An £ 2, pois X é infinito, definimos x, 1= menor elemento de 
An. Então X = (21,29,...,2n,...]. Com efeitô, se existisse algum elemento 
w € X diferente de todos os £n, teríamos x € An para todo n € N, logo x 
seria um número natural maior do que todos os elementos do conjunto infinito 
fu... En, }, contrariando o Corolário 2 do Teorema 2. 


Seja f: X — Y injetiva. Se Y é enumerável então X tam- 
bém é. Em particular, todo subconjunto de um conjunto 
euumerável é enumerável. 


Corolário 1. 


Com efeito, basta considerar o caso em que existe uma bijecáo y: Y — 
Então po f: X — N é uma bijecáo de X sobre um subconjunto de N, o qual é 
enumerável, pelo Teorema 4. No caso particular de X c Y, tomamos f: X —^ Y 
igual à aplicação de inclusão. 


Seja f:X — Y sobrejetiva. Se X é enumerável então Y 
também é. 


Corolário 2. 


Com efeito, para cada y € Y podemos escolher um x = g(y) € X tal que 
f(x) = y. Isto define uma aplicação 9: Y > X tal que f(g(y)) = y para todo 
j| € Y. Segue-se daí que g é injetiva. Pelo Corolário 1, Y é enumerável. 


O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveis é um 
conjunto enumerável. 


Corolário 3. 


Com efeito, se X e Y são enumeráveis então existem sobrejeções f: N — X 
cq: N— Ylogop:NxN> X xY, dada por e(m, n) = (f (m), g(n)) é sobre- 
jetiva. Portanto, basta provar que N x N é enumerável. Para isto, consideremos 
a aplicação Y:N x N — N, dada por (m,n) = 27.3". Pela unicidade da 
decomposição de um número em fatores primos, v? é imjetiva. Segue-se que 
NN x N é enumerável. q 
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Corolário 4. A reunião de uma família enumerável de conjuntos enu- 


meráveis é enumerável. 


Com efeito, dados X1, X5,... , X4,... enumeráveis, existem sobrejeções 
IEN > XjfeN > Xa..,fuN > Xn,.... Tomando X = US Xn, 
definimos a sobrejeção f:N x N — X pondo f(m,n) = fau(m). O caso de 
uma reunião finita X = X, U -+ U Xn reduz-se ao anterior porque então X = 
MU c UXnUXnU - 


O Teorema 3 acima significa que o enumerável é o "menor" dos infinitos. 
Com efeito, ele pode ser reformulado assim: 


Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumerável. 


Exemplo 1. O conjunto Z = (... — 2, —1,0,1,2,...) dos números inteiros 
é enumerável. Uma bijeção f: N — Z pode ser definida pondo 


f(n) = (n — 1)/2 para n ímpar e f(n) = —n/2 para n par. 


Exemplo 2. OconjuntoQ = (m/n;m,n € Z,n x: 0) dos números racionais 
é enumerável. Com efeito, escrevendo Z* — Z — (0), podemos 


definir uma função sobrejetiva /:Z x Z* — Q pondo f(m,n) = m/n. 


Exemplo 3. (Um conjunto não-enumerável.) Seja S o conjunto de todas 
as sequências infinitas, como s = (01100010...), formadas 
com os símbolos 0 e 1. Noutras palavras, $ é o conjunto de todas as funções 
5:N — (0,1). Para cada n € N, o valor s(n), igual a O ou 1, é o n-ésimo 
termo da seqüéncia s. Afirmamos que nenhum subconjunto enumerável X — 
(51,82;...,8n,...] C S é igual a S. Com efeito, dado X, indiquemos com 
Sn O n-ésimo termo da seqüéncia sm € X. Formamos uma nova seqüéncia 
s* € S tomando o n-ésimo termo de s* igual a 0 se for snn = 1, ou igual a 1 se 
for Snn = 0. A seqüéncia s* não pertence ao conjunto X porque seu n-ésimo 
termo é diferente do n-ésimo termo de sn. (Este raciocínio, devido a G. Cantor, 
é conhecido como “método da diagonal”.) 


No capítulo seguinte mostraremos que o conjunto R dos números reais não 
é enumerável. 


Boção 5 Exercícios 
5. Exercícios 


Seção 1: Números naturais 


|. Usando indução, prove: 


(à) 1-24. +n = n(n + 1)/2. 
Di+3+45+-+2n-1=n2. 


n 


Dados m,n € N com n > m, prove que ou n é múltiplo de m ou existem 
g,r € N tais quen = mq--rer « m. Prove que q er são únicos com esta 
propriedade. 


3. Seja X c Num subconjunto náo-vazio tal que m,n € X & m,m--n c X. 
Prove que existe k € N tal que X é o conjunto dos múltiplos de k. 


4. Dado n € N, prove que não existe z € N tal quen <z « n4 1. 


5. Prove o princípio de indução como uma conseqüéncia do princípio da boa 
ordenação. 


Seção 2: Conjuntos finitos 


1. Indicando com card X o número de elementos do conjunto finito X, prove: 
(a) Se X é finitoe Y C X então cardY < card X. 
(b) Se X e Y são finitos então X UY é finito e 


card( X U Y) = card X + card Y — card(X NY). 


(c) Se X e Y são finitos então X x Y é finito e 


card( X x Y) 2 card X. card Y. 


2. Seja V(X) o conjunto cujos elementos são os subconjuntos de X. Prove 
por indução que se X é finito então card P(X} = Qe X. 

3. Seja F(X; Y ) o conjunto das funções f: X — Y. Secard X = mecard Y = 
n, prove que card F(X; Y) = n^. 

4. Prove que todo conjunto finito náo-vazio X de números naturais contém 
um elemento máximo (isto é, existe xo € X tal que z € zo Vx € X). 


Seção 3: Conjuntos infinitos 
1. Dada f: X 5 Y, prove: 
(a) Se X é infinito e f é injetiva então Y é infinito. 
(b) Se Y é infinito e f é sobrejetiva, então X é infinito. 


2. Sejam X um conjunto finito e Y um conjunto infinito. Prove que existe 
uma função injetiva f: X — Y e uma função sobrejetiva g: Y > X. 


3. Prove que o conjunto P dos números primos é infinito. 


4. Dê exemplo de uma seqüéncia decrescente X, 5 Xz 5... D Xn D- de 
conjuntos infinitos cuja interseção (15- , Xn seja vazia. 


Seção 4: Conjuntos enumeráveis 


1. Defina f: N x N — N pondo f(1,n) —2n — 1e f(m+1,n) z 2m (2n — 1). 
Prove que f é uma bijeção. 

2. Prove que existe g: N — N sobrejetiva tal que 9^ (n) é infinito, para cada 
nen. 


3. Exprima N = N; UN, U- U Np U--- como união infinita de subconjuntos 
infinitos, dois a dois disjuntos. 


4. Para cada n € N, seja Pa = (X C N;card X = nj. Prove que Pn é 
enumerável. Conclua que o conjunto f? y dos subconjuntos finitos de N é 
enumerável. 


5. Prove que o conjunto P(N) de todos os subconjuntos de N não é enumerável. 


6. Sejam Y enumerável e f: X — Y tal que, para cada y € Y, f^ (y) é 
enumerável. Prove que X é enumerável. 
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Nümeros Reais 


O conjunto dos nümeros reais será indicado por R. Faremos neste capítulo uma 
descrição de suas propriedades que, juntamente com suas conseqüéncias, serão 
utilizadas nos capítulos seguintes. 


1. Réum corpo 

Isto significa que estão definidas em R duas operações, chamadas adição e 
multiplicação, que cumprem certas condições, abaixo especificadas. 

A adição faz corresponder a cada par de elementos x,y c R, sua soma 
X +y € R, enquanto a multiplicação associa a esses elementos o seu produto 
wy ER. 

Os axiomas a que essas operações obedecem são: 
Associatividade: para quaisquer ,y,zeRtemse(rty)+z=z+(y+z)e 
(x.y).2 = 2 (y.2). 
Comutatividade: para quaisquer x,y € R tem-se z +y = y +z ẹ TY ym. 
Elementos neutros: existem em R dois elementos distintos 0e 1 tais que z+0 = x 
val = g para qualquer z € R. 


inversos: todo x € R possui um inverso aditivo —x € R tal que z--(—z) = 0e, 
se w Æ 0, existe também um inverso multiplicativo z^! € R tal que x.z7! = 1. 


Distributividade: para x,y,z € R quaisquer, tem-se z.(y + z) = v.y + 2.2. 


Dos axiomas acima resultam todas as regras familiares de manipulação com 
os números reais. A título de exemplo, estebeleceremos algumas delas. 


Da comutatividade resulta que 0 + x = x e -x + x = 0 para todo z € R. 
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indicada por x — y e chamada a diferença entre y e y. Se y É 0, o produto 
x.y! será representado também por x /%y e chamado o quociente de x por 
y. As operações (x,y) — x — ye (z, y) 9 x/y chamam-se, respectivamente, 
subtração e divisão. Evidentemente, a divisão de x por y só faz sentido 
quando y + 0, pois o número O não possui inverso multiplicativo. 


Da distributividade segue-se que, para todo x € R, vale z.0--z = 7.0+27.1 = 
a(0+1) = 2.1 = x. Somando —x a ambos os membros da igualdade z.0-- x = x 
obtemos 2.0 = 0. 


Por outro lado, de x.y = 0 podemos concluir que z = 0 ou y = 0. Com 
efeito, se for y # 0 então podemos multiplicar ambos os membros desta igualdade 
por y^! e obtemos z.y.y * =0.y1, donde x = 0. 


Da distributividade resultam também as “regras dos sinais”. z.(—y) = 
(-2).y (x.y) e (-z).(-y) = xy. Com efeito, z.(—y) + x.y = x.(—y + y) = 
2.0 = 0. Somando —(z.y) a ambos os membros da igualdade z.(—y) + x.y = 0 
vem z.(—y) = —(z.y). Analogamente, (—z).y = —(z.y). Logo (-z).(-y) = 

[e.(—3)] [-(z.y)) = z.y. Em particular, (-1).(-1) = 1: (Observação: 
a igualdade —(—z) = z, acima empregada, resulta de somar-se z a ambos os 
membros da igualdade —(—2) + (—2) = 0.) 


Se dois números reais x, y têm quadrados iguais, então. = +y. Com efeito, 
de z? = y? decorre que 0 = 2? — y? = (z - y)(z — y) e, como sabemos, o produto 
de dois números reais só é zero quando pelo menos um dos fatores é zero. 


2. Ré um corpo ordenado 
Isto significa que existe um subconjunto R* C R, chamado o conjunto dos 
números reais positivos, que cumpre as seguintes condições: 
P1. A soma e o produto de números reais posilivos são positivos. Ou seja, 
s,yeRt>2+yeRtegzyeR+. 
P2. Dado x € R, exatamente uma das três alternativas seguintes ocorre: ou 
x =0, 0u z € R? ou -g € Rt. 
Se indicarmos com R^ o conjunto dos números —x onde x € R*, a condição 
P2. diz que R = R* U RT U (0) e os conjuntos Rt, R- e (0) são dois a dois 
disjuntos. Os números y € R^ chamam-se negativos. 


Todo número real x 7 0 tem quadrado positivo. Com efeito, se x c Rt 
então zz" = cx € Rt por Pl. Sex ¢ R+ então (como x £ 0) -x € R+ logo, 


Seção 2 R é um corpo ordenado 
ainda por causa de P1., temos z? = (-x).(-x) € Rt. -Em particular, 1 é um 
número positivo porque 1 = 12. 

Escreve-se x < y e diz-se que x é menor do que y quando y — x € R+, isto 
é, y = x + z onde z é positivo. Neste caso, escreve-se também y > x e diz-se 
que y é maior do que x. Em particular, x > 0 significa que x € R*, isto é, que 
w é positivo, enquanto x < 0 quer dizer que x é negativo, ou seja, que —x € R+. 


Valem as seguintes propriedades da relação de ordem x < y em R: 
Ol. Transitividade: sex «yey « z entào x < z. 


O2. Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente uma das alternativas x = y, 
v<youy <a. * 


O3. Monotonicidade da adição: 
Ez <y +z: 


sex < y então, para todo z € R, tem-se 


O4. Monotonicidade da multiplicação: seg < y então, para todo z > 0 tem-se 
gz < yz. Se, porém, z < 0 então z < y implica yz « mz. l 


Demonstração: Ol. z < yey < z significam y — gs € R^ ez— y € R*. Por 
P1 segue-se que (y — x) + (z — y) € R*+, isto é, z — x € R*, ou 
seja, x < Z. 


O2. Dados x,y € R, ou y — x € R+, ou y — q = 0 ou y — x € R- (isto é, 
a — y € R*). No primeiro caso tem-se z < y, no segundo z = y e no terceiro 
y « x. Estas alternativas se excluem mutuamente, por P2. 


O3. Se x < y então y — x € R*, donde (y + z) — (x + z) = y — x € R*, isto é, 

THZ<y+Z. 

O4. Se x < y ez > 0 então y — z € R* ez € R*,logo (y —z).z € R*, ou seja, 

yz-— zxz € R',o que significa zz < yz. Sez < yez <0 então y — g € R+ e 
z € R*, donde zz — yz = (y — x)(—z) € R^, o que significa yz < zz. 


Mais geralmente, z < y e g’ < y' implicam z - z' < y +y’. Com efeito 
(yy) - Gr x = (y - 2) + (y — a) € R*. 
Analogamente, 0 < z < y e 0 < z' < y' implicam zz' < yy' pois yy’ — 


È 


yy — yz! - yx! — zx! =yly —a) + (y - x)r' > 0. 


i 


HH 


Se 0 < x < y então y^! < z^. Para provar, nota-se primeiro que z > 
Gz = ela? > 0. Em seguida, multiplicando ambos os membros da 
desigualdade z < yporz-!y-! vem y! < x71. 
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, Como 1 € Ré positivo, segue-se que 1 < 1+1 c 1-141 <... Podemos 
então considerar N C R. Segue-se queZcRpos0eReneR>-neR 
Além disso, se m,n € Z comn # 0entáom/n = m.n! € R,o que nos përmite 
concluir que Q C R. Assim, NCZ C QCR. 


Na seção seguinte, veremos que a inclusão Q C R é própria. 


Exemplo 1. (Desigualdade de Bernoulli.) Para todo número real z > —1 


l . € todo n € N, tem-se (1 -- z)" > 1 nz. Isto se prova por 
indução em n, sendo óbvio para n = 1. Supondo a desigualdade válida para n 
multiplicamos ambos os membros pelo número 1 + z > 0 e obtemos 


üGc-zy"':cüc-zürsz»-ü tnax)(-4z)-1-4mnz-dac-nz? 
—1-c(ncl)-4nz? 
zIc(ncl)u. 
Pelo mesmo argumento, vê-se que (1--2)" > 1--nz quando n > 1, z > —1 
eX ss D. 


A relação de ordem em R permite definir o valor absoluto (ou módulo) 


de um número real x c R assim: le] = æ sez >0, J0 = 0e |z| = -z se x < 0 
Noutras palavras, || = max, =) 6 o maior dos números reais z e —z. 

E Tem-se -|x| € z < [e| para todo £ € R. Com efeito, a desigualdade z < iei 
é óbvia, enquanto —[z] = x resulta de multiplicar por —1 ambos os membros 
da desigualdade -y < lx]. Podemos caracterizar |z| como o único número > 0 


cujo quadrado é z?, 


Teorema 1. Se x,y € R então jæ + y| < lx + lyl e |z-y| = |xl.Jyyl. 


Demonstração: Somando membro a membro as desigualdades |z| > xe PE y 

vem |a| + |y| > +y. Analogamente, de [z| 2 =z e [y] Scu 
resulta z|-t [y] > —(z--y). Logo |v|--|y| > |z 4 y| = max(z4-y, — (2-4). Para 
provar que |x.y| = |x|.|y|, basta mostrar que estes dois números têm o mesmo 
quadrado, já que ambos são > 0. Ora o quadrado de |x.y] é (x.y)? = a?.3? 
enquanto (jo) ly? = [ey = 22.. o 


Teorema 2. Sejam a,7,6 c R. Tem-se |z -a| < 6 se, e somente se, 


a-i<r<a+ré. 


Demonstração: Como |x — a| é o maior dos dois números z — a e —(z — a) 
> 
afirmar que |x — a| < 6 equivale a dizer que se tem g-a < 6 


Boção 3 R é um corpo ordenado completo 


&—(r—2a)«ó6,ouseja z—a <er- a> —ó. Somando a, vem: |z — a| < 
be—r«catóezD2a-ó a—-ó«c«z«a-ó. 


ócztzacó. 


De modo análogo se vê que |x — a| x ô a 


Usaremos as seguintes notações para representar tipos especiais de conjun- 
tos de números reais, chamados intervalos: 


(-00,b]= (z € R; £ < b) 
(700,5) = (z € R;z < b) 
[a, +œ) = (ze Ra € x) 
(a, +œ) = {x € R;a < x) 


[a,b] = {£ € ac £ < b) 
(a,b) = iz ER;a <T «bj 
la,b) = {£ E Ra < £ < b) 
(a, b] = (zeR;ja <z x b) 

(-00, +00) = R 


Os quatro intervalos da esquerda são limitados, com extremos a,b: [a, b] 
é um intervalo fechado, (a,b) éaberto, [a,b) é fechado à esquerda e (o, b] é 
Jechado à direita. Os cinco intervalos à direita são ilimitados: | (—oo,b] éa 
semi-reta esquerda fechada de origem b. Os demais têm denominações análogas. 
Quando a = b, o intervalo fechado [a, b] reduz-se a um único elemento e chama- 
se um intervalo degenerado. 


Em termos de intervalos, o Teorema 2 diz que |x — a| < £ se, e somente se, 
a pertence ao intervalo aberto (a — =, a + e). Analogamente, |x — a| < € += 
n E [a-e are). 

É muito conveniente imaginar o conjunto R como uma reta (a “reta real”) e 
os números reais como pontos dessa reta. Então a relação x < y significa que o 
ponto x está à esquerda de y (e y à direita de x), os intervalos são segmentos de 
reta e |z — y| é a distância do ponto x ao ponto y. O significado do Teorema 2 é 
de que o intervalo (a — 6,a + 6) é formado pelos pontos que distam menos de ó 
do ponto a. Tais interpretações geométricas constituem um valioso auxílio para 
u Compreensão dos conceitos e teoremas da Análise. 


3. IR é um corpo ordenado completo 


Nada do que foi dito até agora permite distinguir R de Q pois os números 
racionais também constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossa 
caracterização de R, descrevendo-o como um corpo ordenado completo, pro- 
priedade que Q não tem. 
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Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum 
be Rtalquez < bparatodox e X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior 
de X. Analogamente, diz-se que o conjunto X C R é limitado inferiormente 
quando existe a € R tal que a € x para todo x € X. O número a chama-se então 
uma cota inferior de X. Se X é limitado superior e inferiormente, diz-se que X 
é um conjunto limitado. Isto significa que X está contido em algum intervalo 
limitado [a, b] ou, equivalentemente, que existe k > Otalque x € X =>) 2 |< k. 


Seja X c R limitado superiormente e não-vazio. Um número b € R chama- 
se o supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X. Mais 
explicitamente, b é o supremo de X quando cumpre as duas condições: 


S1. Para todo z € X, tem-se x < b; 

S2. Se c € R é tal que x < c para todo x € X então b < c. 
A condição S2 admite a seguinte reformulação: 

S2'. Sec « b então existe œ € X com c < x. 


Com efeito, S2' diz que nenhum nümero real menor do que b pode ser cota 
superior de X. As vezes se exprime S2' assim: para todo € > 0 existe z € X tal 
que b —& <a. 


Escreveremos b — sup X para indicar que b é o supremo do conjunto X. 


Analogamente, se X C R é um conjunto não-vazio, limitado inferiormente, 
um número real a chama-se o ínfimo do conjunto X, e escreve-se a — inf X, 
quando é a maior das cotas inferiores de X. Isto equivale às duas afirmações: 


Il. Para todo x € X tem-se a € x; 
I2. Sec € x para todo x € X então c < a. 

A condição I2 pode também ser formulada assim: 
IZ. Sea < c então existe z € X tal que x < c. 


De fato, I2’ diz que nenhum número maior do que a é cota inferior de X. 
Equivalentemente: para todo € > 0 existe x e X tal que z < a +E. 


Diz-se que um námero b € X é o maior elemento (ou elemento máximo) 
do conjunto X quando b > x para todo x € X. Isto quer dizer que b é uma cota 
superior de X, pertencente a X. Por exemplo, b é o elemento máximo do 
intervalo fechado [a, b] mas o intervalo [a, b) não possuí maior elemento. Eviden- 
temente, se um conjunto X possui elemento máximo este será seu supremo. A 


e ge a de Mr a no RE cp a pe ia 


noção de supremo serve precisamente para substituir a idéia de maior elemento 
de um conjunto quando esse maior elemento não existe. O supremo do conjunto 
|t, b) é b. Considerações inteiramente análogas podem ser feitas em relação ao 
infimo. 


A afirmação de que o corpo ordenado R é completo significa que todo con- 
junto não-vazio, limitado superiormente, X C R possui supremo b = sup X € R. 


Não é necessário estipular também que todo conjunto não-vazio, limitado 
inferiormente, X C R posui ínfimo. Com efeito, neste caso o conjunto Y = 
[=m;2 € X} é não vazio, limitado superiormente, logo possui um supremo 
li € R. Então, como se vê sem dificuldade, o número a = —b é o ínfimo de Y. 


Em seguida veremos algumas conseqiiências da completeza de R. 


Teorema 3. 


i) O conjunto N C R dos números naturais não é limitado superior- 
mente; 


ii) O ínfimo do conjunto X = (1/n;n € N) é igual a 0; 
iii) Dados a,b € R*, existe n € N tal que n.a > b. 


Demonstração: Se N C R fosse limitado superiormente, existiria c = sup N. 

Então c — 1 não seria cota superior de N, isto é, existiria n e N 
vom c — 1 « n. Daí resultaria c < n + 1, logo c não seria cota superior de N. 
lista contradição prova i). Quanto a ii), O é evidentemente uma cota inferior 
de X. Basta então provar que nenhum c > 0 é cota inferior de X. Ora, dado 
t* > 0, existe, por i), um número natural n > 1/c, donde 1/n < c, o que prova 
il), Finalmente, dados a,b c R* usamos i) para obter n € N tal que n » b/a. 
Então na > b, o que demonstra iii). 


As propriedades i), ii) e iii) do teorema acima sáo equivalentes e significam 
que R é um corpo arquimediano . Na realidade, iii) é devida ao matemático 
grego Eudoxo, que viveu alguns séculos antes de Arquimedes. 


Teorema 4. (Intervalos encaixados.) Dada uma segiência decrescente 
1h251,2-.-.21425-.- de intervalos limitados e fechados 
15 = [an, bn], existe pelo menos um número real c tal que c € I para todo 


nen. 
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Demonstração: As inclusões Jn D 1544 significam que 


ai LaL- Llan X X by Eo xb € b. 


O conjunto 4 = (a1,02,... , Un, -.. } É, portanto, limitado superiormente. Seja 
c= sup Å. Evidentemente, an < c para todo n € N. Além disso, como cada bn 
é cota superior de A, temos c < bn para todo n € N. Portanto c € In qualquer 
que seja n € N. 


Teorema 5. O conjunto dos nümeros reais náo é enumerável. 


Demonstração: Mostraremos que nenhuma função f:N — R pode ser sobreje- 

tiva. Para isto, supondo f dada, construiremos uma seqüéncia 
decrescente A > b D---D In D --- de intervalos limitados e fechados tais 
que f(n) É In. Então, se c é um número real pertencente a todos os In, ne- 
nhum dos valores f(n) pode ser igual a c, logo f não é sobrejetiva. Para obter 
os intervalos, começamos tomando 7, = [@1, bı] tal que f(1) < ae, supondo 
obtidos h > I; >--- D In tais que f(9) É Ij, olhamos para In = [an, bn]. 
Se f(n + 1) É In, podemos simplesmente tomar Z5,; = In. Se, porém, 
f(n+1) € In, pelo menos um dos extremos, digamos an, é diferente de f(n+1), 
istoé, an < f(n+1). Neste caso, tomamos 5,41 = [0n:41,0n+1], COM Gn 41 = Gn 
e bas = (an + f(n + 1))/2. 


Um número real chama-se irracional quando não é racional. Como o 
conjunto Q dos números racionais é enumerável, resulta do teorema acima que 
existem números irracionais e, mais ainda, sendo R = QU (R — Q), os irracionais 
constituem um conjunto não-enumerável (portanto formam a maioria dos reais) 
porque a reunião de dois conjuntos enumeráveis seria enumerável. Evidente- 
mente, números irracionais podem ser exibidos explicitamente. No Capítulo 3, 
Exemplo 15, veremos que a função f:R — R*+, dada por f(x) = z?, é sobre- 
jetiva. Logo existe um número real positivo, indicado por v2, cujo quadrado 
é igual a 2. Pitágoras e seus discípulos mostraram que o quadrado de nenhum 
número racional pode ser 2. (Com efeito, de (p/g)? = 2 resulta 29? = p?, com 
p, q inteiros, um absurdo porque o fator primo 2 aparece um número par de vezes 
na decomposição de p? em fatores primos e um número ímpar de vezes em 292.) 


Corolário. Todo intervalo não-degenerado é não-enumerável. 


Com efeito, todo intervalo não degenerado contém um intervalo aberto 
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mação 4 


É uma bijeção, basta mostrar que o intervalo aberto (—1, 1) é não-enumerável. 
Dra, a função v: R — (—1, 1), dada por (x) = x/(1 + |x|), é uma bijeção cuja 
inversa é 4): (—1,1) > R, definida por (y) = y/(1 — lul), pois e(v(y)) = y 
e pls) = x para quaisquer y € (-1,1) e x € R, como se pode verificar 
facilmente. 


Todo intervalo n&o-degenerado I contém números racio- 
nais e irracionais. 


Teorema 6. 


Demonstração: Certamente T contém números irracionais pois do contrário se- 

ria enumerável. Para provar que 7 contém números racionais, 
tomamos [a,b] C 7, onde a < b podem ser supostos irracionais. Fixemos n € N 
Inl que 1/n < 5 — a. Os intervalos Im = [m/n, (m + 1)/n],m € Z, cobrem 
li reta, isto é R = Umezim. Portanto existe m € Z tal que a € Im. Como 
t É irracional, temos m/n < a < (m+1)/n. Sendo o comprimento 1/n do 
intervalo L menor do que b — a, segue-se que (m + 1)/n < b. Logo o número 
racional (m + 1)/n pertence ao intervalo [a,b] e portanto ao intervalo J. D 


+ 


4. Exercícios 


Sação 1: R é um corpo 
|, Prove as seguintes unicidades: 
(a) Se z + 0 = x para algum z € R então 0 = 0; 
(b) Se z.u = x para todo x € R então u = 1; 
(c) Sez + y = 0 então y = —x; 
(d) Se x.y = 1 então y = x !. 


2. Dados a, b, c, d € R, se b £ 0 e d # 0 prove que a/b + c/d = (ad + bc) /bd 
e (a/b)(c/d) = ac/bd 


3. Sea X 0e b #0emR, prove que (ab)? = a7!b-! e conclua que (a/b)-! = 
b/a. 


4, Prove que (1 — z/'**)/(1— z) 2 12- z +- +g” para todo x z 1. 


Seção 2: R é um corpo ordenado 


| Para nuaieaner r u 7 CR mnvemelr-clclromala las 
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5, Prove que o conjunto dos polinômios com coeficientes inteiros é enu- 
merável. Um número real chama-se algébrico quando é raiz de um po- 
linómio com coeficientes inteiros. Prove que o conjunto dos números 


2. Prove que || x |— | y ||<| x — y | para quaisquer x, y € R. 

3 

4. Prove por indução que (1 + £)” > 14- nz + [n(n — 1)/2]z? sex > 0. silgébricos é enumerável. Um número real chama-se transcendente quando 
5 

6 

7 


. Dados z, y € R, se z? +y? = 0 prove que z = y = 0 


. Para todo x Æ 0 em R, prove que (1 + £)” > 1 - 2nz. não é algébrico. Prove que existem números transcendentes. 


6. Prove que um conjunto 7 C Ré um intervalo se, e somente se, a < z < b, 


. Proveque| a - b |a 2a |«| P | +e. 
a,b c Dx €I. 


. Use o fato de que o trinômio do segundo grau f(A) = Y (2; + Ay)? é 
> 0 para todo À € R para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz 


n n n 
T OOo? x $000 9D. 

i=1 i1 ^ dal 
Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, existe À tal que x; = Ay; 
| para todo îi = 1,... , n, OU Y1 =`- = Yn — OQ. 


| | ! 8. Seaj/by,... , an [bn pertencem ao intervalo (0,8) e b,,... , bn são positi- 

| vos, prove que (a4 4-- - - Fa) / (bs +- - - -- 65) pertence a (œ, 8). Nas mesmas 
condições, se tr, ... tn € R*, prove que (tray +: + tnan)/(tıbı +”: + 
| tnbn.) também pertence ao intervalo (œ, 8). 


| Seção 3: R é um corpo ordenado completo 


| 
| 1. Diz-se que uma função f: X — R é limitada superiormente quando sua 
| imagem f(X) = (f(z);x € X) é um conjunto limitado superiormente. 


| Então põe-se sup f = sup{ f(x); x% € X). Prove que se f,g: X — R são 

| limitadas superiormente o mesmo ocorre com a soma f --g: X — Retem-se 

| sup( f +g) € sup f+supg. Dê um exemplo com sup( f +g) < sup f +supg. 
Enuncie e prove um resultado análogo para inf. 


2. Dadas as funções f,9: X — R* limitadas superiormente, prove que o pro- 
| duto f.g: X — R* é uma função limitada (superior e inferiormente) com 
| sup(f.g) < sup f. sup g e inf{ f.g) > inf f. inf g. Dê exemplos onde se tenha 
| «en&o-. 


| 3. Nas condições do exercício anterior mostre que sup(/?) = (sup f}? 
e inf( f?) = (inf f)2. 
| 4. Dados a,b € Rt com a? < 2 < L?, tome z,y € R* tais que z < 1, 


z < (2-0) /(2a+1)ey < (b? -2)/2b. Prove que (a--z)? <2<(b-y)?e 
` b—y > 0. Em seguida, considere o conjunto limitado X = {a € Rt; a? < 2) 
e conclua que o número real c = sup X cumpre c? = 2. i 


3 
Seqüéncias 
de nümeros reais 


Neste capítulo será apresentada a noção de limite sob sua forma mais simples 
o limite de uma seqüência. A partir daqui, todos os conceitos importantes da 
Análise, de uma forma ou de outra, reduzir-se-ão a algum tipo de limite. 


1. Limite de uma seqüência. 


Uma seqiiência de números reais é uma função v : N > R que associa 
4 s n j 
a cada número natural n um número real Zn, chamado o n-ésimo termo da 
sequência. 


Escreve-se (11,25,... Vn...) OU (Zn)nen, OU simplesmente (zn), para 


indicar a seqüéncia cujo n-ésimo termo é xy. 

Não se confunda a seqüéncia (zn) com o conjunto (zig... En- . } dos 
sels termos. Por exemplo, a seqüência (1,1,...,1,...) não é o mesmo que o 
conjunto {1}. Ou então: as seqüéncias (0,1,0,1,...) e (0,0, 1,0,0,1,...) sáo 
diferentes mas o conjunto dos seus termos é o mesmo, igual a (0, 1). 


Uma segiiência (zn) diz-se limitada superiormente (respectivamente infe- 
riormente ) quando existe c € R talque zp < c (respectivamente £n > c) para 
todo i6 € N. Diz-se que a seqüéncia (Zn) é limitada quando ela é limitada 
superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que | zn |< k 
para todo n € N. i 


Exemplo 1. Se a > 1 então a seqüiéncia (a,02,...,0?,...) é limitada in- 
feriormente porém não superiormente. Com efeito, multipli- 
cando ambos os membros da desigualdade 1 < a por a” obtemos a^ < art, 
Segue-se que a < a” para todo n, € N, logo (a^) é limitada inferiormente por 
a. Por outro lado, temos a = 1 + d, com d > 0. Pela desigualdade de Bernoulli, 
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pitu todo n € N vale a” > 1-- nd. Portanto, dado qualquer c € R podemos 
ohlar a” > c desde que tomemos 1 + nd > c, isto é, n > (c — 1)/d. 


Dada uma seqüéncia z = (2, )nen, uma subsegiiência de x é a restrição 
da função z a um subconjunto infinito N = (n; < n2 € -- < ny <- de N. 
Tiscreve-se x! = (Zn)nem OU (En; , Enas- Enp +- ), OU (En, ken para indicar 
A nubsequência z' = z | Nº. A notação (Ln, ); en mostra como uma subseqüéncia 
pude ser considerada como uma seqüéncia, isto é, uma função cujo domínio é 


N, 


Lembremos que N' c N é infinito se, e somente se, é ilimitado, isto é, para 
todo 11 € N existe ng € Nº com ng > no. 


Dado o número real a. < —1, formemos a seqüéncia (a” nen. Se 

N’ C N é o conjunto dos números pares e N” C N é o conjunto 
Wo números ímpares então a subseqüéncia (0")nen é limitada apenas inferior- 
mente enquanto a subseqüéncia (a” )nen é limitada apenas superiormente. 


Exemplo 2. 


Diz-se que o número real a é limite da seqüéncia (xn) quando, para todo 
Número real £ > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter no € N tal que todos os 
forimos £n com índice n > no cumprem a condição | Tn — a |< £. Escreve-se 
ento a = lim x4. Y 


Esta importante definição significa que, para valores muito grandes de n, 
iW termos zy, tornam-se e se mantêm tão próximos de a quanto se deseje. Mais 
precisamente, estipulando-se uma margem de erro £ > 0, existe um índice no € 
M iul que todos os termos £n da sequência com índice n > mo são valores 
Hproximados de a com erro menor do que e. 


Simbolicamente, escreve-se: 


Q-lmzg .=. Ve>0InEN;n>m > |x&-a|«e. 
Acima, o símbolo . = . significa que o que vem depois é a definição do que 
vem antes. V significa “para todo"ou “qualquer que seja”. 3 significa “existe”. 
O ponto-e-vírgula quer dizer “tal que” e a seta — significa “implica”. 
Convém lembrar que | £n — a |< £ é o mesmo que a — £ < Tn < a +€, isto 
É, tm, pertence ao intervalo aberto (a — €, a + €). 


Assim, dizer que a = lim %» significa afirmar que qualquer intervalo aberto 
de centro a contém todos os termos £n da sequência, salvo para um número 
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finito de índices n (a saber, os índices n S No, onde no é escolhido em função 
do raio £ do intervalo dado). ` l 


Em vez de a = lim £n, escreve-se também a = limpen Zn, 4 = limno Tn 
ou zn — a. Esta última expressão lê-se “x, tende para a” ou “converge para 


» as cê ERR 
a”. Uma seqüéncia que possui limite diz-se convergente . Caso contrário, ela se 
chama divergente . 


Teorema 1. (Unicidade do limite.) Uma segiiência não pode convergir 
para dois limites distintos. 
Demonstração: Seja lim £n = a. Dado b a podemos tomar £ > 0 tal que os 


= intervalos abertos 1 = (a — £,a-c e) e J = (b— £,b + e) sejam 
disjuntos. Existe no € N tal que n > no implica zm € 1. Então, para todo 
n. > Tio, temos £n É J. Logo não é lim £n = b 


Teorema 2. Se liman = a então toda subseqüéncia de (zn) converge 


para o limite a. 
Demonstração: Seja(z5,,... Ens...) à subsegüéncia. Dado qualquer inter- 
valo aberto / de centro a, existe no € N tal que todos os termos 
Zn, com n > ng, pertencem a 7. Em particular, todos os termos Tn,» com 
Nk > ng também pertencem a T. Logo lim n, = 6. 


Teorema 3. Toda segiiência convergente é limitada. 


Demonstração: Seja a = lim £n. Tomando e = 1, vemos que existe no c N tal 

que" 7 no = Tn € (a—1,a +1). Sejam b o menor e c o maior 
elemento do conjunto finito (a, . .. »Zno, 8 — 1,6. + 1). Todos os termos zn da 
segiiência estão contidos no intervalo [b, c], logo ela é limitada. 


Exemplo 3. A seqüéncia (2,0,2,0,.. -), cujo n-ésimo termo é £n = 1 + 


(—1)P*, é limitada mas não é convergente porque possui duas 
subsegiiências constantes, zo4 1 —2e Zon = 0, com limites distintos. 


Exemplo 4. A seqüéncia (1,2,3,...), com Tn = n, não converge porque 


não é limitada. 


Uma segiiência (z4) chama-se monótona quando se tem £n < n1 para 
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monótona náo-decrescente e, no segundo, que (£n) é monótona não-crescente. 
50, mais precisamente, tivermos Za < Zny1 (respect. £n > n+) para todo 
mo M, diremos que a seqüéncia é crescente (respectivamente, decrescente ). 


Toda seqüéncia monótona não-decrescente (respect. não-crescente) é limi- 
tiii inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro termo. A fim de 
que ela seja limitada é suficiente que possua uma subseqüéncia limitada. Com 
eleito, seja (Zn)new uma subseqüéncia limitada da sequência monótona (diga- 
MOS, não-decrescente) (£n). Temos gn < c para todo n’ € N’. Dado qualquer 
Ho N, existe n’ € N' tal que n < n’. Então zy € zw € c. 


O teorema seguinte dá uma condição suficiente para que uma seqüéncia 
vonvirja. Foi tentando demonstrá-lo ao preparar suas aulas, na metade do século 
19, que R. Dedekind percebeu a necessidade de uma conceituação precisa de 
nümero real. 


“Teorema 4. Toda segiiência monótona limitada é convergente. 

Demonstração: Seja (z4) monótona, digamos não decrescente, limitada. Es- 
crevamos X = [24,... ,Zn,...) ea = sup X. Afirmamos que 

td» lim gn. Com efeito, dado £ > 0, o número a — € não é cota superior de X. 


Logo existe no € N tal que a — € < £no € a. Assim, n > no a—6€ < Eno € 
Wy = a +E e daf lim Tn = a. 


Semelhantemente, se (£n) é não-crescente, limitada então lim £r é o ínfimo 
ilo conjunto dos valores zm. 
Corolário. (Teorema de Bolzano-Weierstrass.) Toda seqüéncia limitada 
de números reais possui uma subseqüéncia convergente. 


Com efeito, basta mostrar que toda seqüéncia (xy) possui uma subseqiiência 
monótona. Digamos que um termo x, da seqüéncia dada é destacado quando 
J'y, > £p para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos índices n tais que £n é 
um termo destacado. Se D for um conjunto infinito, D = (nj < na <- < 
Hg <- entáo a subseqüéncia (5), Será monótona não-crescente. Se, 
entretanto, D for finito seja nı € N maior do que todos os n € D. Então x, 
não é destacado, logo existe n2 > Mm com zs, < r4,. Por sua vez, £n, não é 
destacado, logo existe n3 > nz com Zn, < En, < Tna. Prosseguindo, obtemos 
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Zu/ Un > c.A/c = Ae daí lim(zs/yn) = +00. 


(4) Existe c > 0 tal que | £n |< c para todo n € N. Dado arbitrariamente & > 0, 
existe no € N tal que n > ng > ya > c/e. Então n > no >| Xn/ys |« ce/c= 
e, logo lim(zn/yn) = 0. "B 


As hipóteses feitas nas diversas partes do teorema anterior t&m por objetivo 
evitar algumas das chamadas “expressões indeterminadas". No item (1) procura- 
se evitar a expressão --oo— oo. De fato, se lim Zn = --coe lim y = —co nenhuma 
afirmação geral pode ser feita sobre lim(z, + Yn). Este limite pode não existir 
(como no caso em que £n = n + (-1)* e yn n), pode ser igual a +00 
(se Zn = 2n e Yn = —n), pode ser —oo (tome Tn = n e y, = —2n) ou pode 
assumir um valor arbitrário c € R (por exemplo, se £n = n +c eyn = —n). 
Por causa desse comportamento errático, diz-se que +00 — oo é uma expressão 
indeterminada. Nos ítens (2), (3) e (4), as hipóteses feitas excluem os limites 
do tipo 0 x oo (também evitado no Teorema 7), 0/0 e c0/c0, respectivamente, 
os quais constituem expressões indeterminadas no sentido que acabamos de 
explicar. Outras expressões frequentemente encontradas são 00º, 1º e 0º. 


Os limites mais importantes da Análise quase sempre se apresentam sob 
forma de uma expressão indeterminada. Por exemplo, o número e = lima —.co(1+ 
1/n)” é da forma 1%, E, como veremos mais adiante, a derivada é um limite do 
tipo 0/0. 


Agora, uma observação sobre ordem de grandeza. Sek c Ne a éum número 
real > 1 então mp co ^ = limas G^ = limno n! = limno n^. Todas 
estas seqüéncias têm limite infinito. Mas o Exemplo 9 nos diz que, para valores 
muito grandes de n temos nE <a? «n! « n^, onde o símbolo « quer dizer “é 
uma fração muito pequena de” ou “é insignificante diante de”. Por isso diz-se que 
o crescimento exponencial supera o polinomial, o crescimento fatorial supera o 
exponencial com base constante mas é superado pelo crescimento exponencial 
com base crescente. Por outro lado, o crescimento de n* (mesmo quando k = 1) 
supera o crescimento logarítmico, como mostraremos agora. 


No Capítulo 11 provaremos a existência de uma função crescente log : R* — 
R, tal que log(zy) = log x + logy e log x < x para quaisquer z,y € R*. Daí 
resulta que log x = log(/z./z) = 2log vz, donde log yz = (log x)/2. Além 
disso, log x = log(1.x) = log1 + log x, donde log 1 = 0. Como log é crescente, 
tem-se log x > 0 para todo x > 1. Vale também log(2”) = n.1og2, portanto 
limn—o log(27) = +00. Como log é crescente, segue-se limn co logn = +00. 


Exercícios 


feção 5 


7 i logn 0 
'ovaremos aque lim —— — 0. 
Provaremos agora que lim. = 


Para todo n € N, temos log vn < yn. Como log vn = $ logn, segue-se 


que log? < 24/n. Dividindo por n resulta que 0 < logn/n < 2/4/n. Fazendo 


.. lgn 
Hi w,vem lim E I 0. 
n—co n 


&. Exercícios 


Limite de uma sequência 


Biagio 1: 

|, Uma seqiiéncia (zn) diz-se periódica quando existe p € N tal que £n+p = 

xy para todo n € N. Prove que toda segiiência periódica convergente é 
constante. 

2. Dadas as sequências (£n) e (yn), defina (zn) pondo zen-1 = Zn € Zon = Yn- 
Se lim x, = lim yn = q, prove que lim zn = q. 

4 Selimgn = a, prove que lim |zn| = lal. 

i. Se uma segiência monótona tem uma subseqüéncia convergente, prove que 
u seqüéncia é, ela própria, convergente. 

3. Um número a chama-se valor de aderência da seqü&ncia (zn) quando é 
limite de uma subseqüéncia de (£n). Para cada um dos conjuntos A,BeC 
abaixo ache uma seqüéncia que o tenha como conjunto dos seus valores de 
uderência. A = {1, 2,3}, B =N, C = [0,1]. 

fi. A fim de que o número real a seja valor de aderência de (£n) é necessário 
e suficiente que, para todo £ > 0 e todo k € N dados, exista n > k tal que 
[t — a| < €. 

7. A fim de que o número real b não seja valor de aderência da seqüénci- 
u (zn) é necessário e suficiente que existam ng € Ne e > 0 tais que 
m > no > |En — b| > €. 


Beção 2: Limites e desigualdades 


L Se limz, = a, Myn = be lin — yn| > € para todo n € N, prove que 
|a — b| 2 €. 


3. Sejam lim za, = à € lim yn = b. Se a < b, prove que existe no-€ N tal que 
n > n — Xn < Yn- 
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Bayko 5 Exercícios 
3. Se o número real a não é o limite da sequência limitada (£n), prove que tit — | = 0, único número positivo tal que c = 1/(a + c). Prove que 
i alguma subseqüência de (z4) converge para um limite b a. z 
| PARS aeai " da € La € X Wa Xo X 0X coc X Eni X coc X Ta < Yn 
| 4. Prove que uma seqüéncia limitada converge se, e somente se, possui um É a * 
| único valor de aderência. e que lim £n = c. O número c pode ser considerado como a soma da fração 
5. Quais são os valores de aderência da segiiência (£n) tal que zon-1 = ne contínua 1 
T zon = 1/n? Esta seqüéncia converge? T 
| E Sus 
| 6. Dados a,b € R+, defina indutivamente as seqüéncias (Zn) e (yn) pondo dut y l 
| a+ —— — 
If Tı = Vab, y, = (a + b)/2 e ny1 = V Entin. Yn+ı = (Zn + yn)/2. Prove 1 
| | que (x) e (yn) convergem para o mesmo limite. er at 


| 7. Diz-se que (£n) é uma següéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, 


i Dado a > 0, defina indutivamente a seqüéncia (yn), pondo y; = q € yn+ = 
existe rio € N tal que m,n > ng > |Zm — za] < E. 


A+ 1/yn. Mostre que lim yn = a + c, onde c é como no exercício anterior. 


> 


| (a) Prove que toda seqüéncia de Cauchy é limitada. 7. Defina a sequência (an) indutivamente, pondo ay = a2 = le an+2 = 
| : 


| (b) Prove que uma seqüéncia de Cauchy não pode ter dois valores de ün+1ı + an para todo n € N. Escreva £n = Gm /an41 € prove que lim £n = c, 
aderência distintos. onde c é único número positivo tal que 1/(c+ 1) = c. O termo an chama-se 
| i i i jec=(— é o número de ouro da 
(c) Prove que uma segiência (£n) é convergente se, e somente se, é de o ni-ésimo número de Fibonacci ec = (—1 + v5)/26 0 núm 
| Cauchy. Geometria Clássica. 
| | Seção 3: Operações com limites Bação 4: Limites infinitos 
| | | 1. Prove que, para todo p € N, tem-se img, os "*U/n = 1. |, Prove que lim &/nl = +00. 
| M E" iogan + à) — 20. 
| 2. Se existem £ > 0 e k e N tais que e € £n < nº para todo n suficien- 2. Selim zs = +0 € a € R, prove: limp sos [ /log(zn + a) — vlog Zn] = 0 
| | temente grande, prove que lim Zn = 1. Use este fato para calcular 3, Dados k € Nea > 0, determine o limite 
| limn-oo Vn + k, lim Yn + n, lim Vlogn elim V/nlogn. A n! 
Jn B 
| 3. Dado a > 0, defina indutivamente a segiiência (x4) pondo xı = va e no nkan 
|| 


€n41 = Va + Zn. Prove que (zn) é convergente e calcule seu limite Supondo a > 0 e a # e calcule 


n pl k q^. nl 
L24a-c-dya4vyac-- lim GM, vg lim n^a.m 


noo m^ no m^ 


va. Prove que en+ı = e2/2(1 + en). Conclua que en < 0,01 > ens1 < 


0, 00005 = en+2 x 0, 00000000125 e observe a rapidez de convergência do ALS zt AGAS 
método 5. Sejam (zn) uma seqüéncia arbitrária e (yn) uma seqüéncia crescente, com 


| | | 4. Seja en = (Zn — Va)/4/a o erro relativo na n-ésima etapa do cálculo de (Para o caso a = e, ver exercício 9, seção 1, capítulo 11.) 
| 


4. Mostre que lim, + co log(n + 1)/logn = 1. 


lim yn = +00. Supondo que lim(zn+1 — Zn) /(Un+1 — Yn) = a, prove que 
lim Zn/Yn = a. Conclua que se lim(Zn, — Zn) = q então lim za /n = a. 
Em particular, de lim log(1 + 1/n) = 0, conclua que lim(log n)/n = 0. 


5. Dado a > 0, defina indutivamente a seqüéncia (zn) pondo zı = 1/a e 
mái = 1/(a + Zn). Considere o número c, raiz positiva da equação x? + 


wap. J 


6. Selimzs = a e (tn) é uma seqüéncia de números positivos com 4 


lim(t +---+tn) = +00 


3 


Em particular, se yn = 


| prove que Zw Za 
|| lim Hi + cr nm e Séries numéricas 
| fida 


» tem-se ainda lim ys = a. 


| Umi série é uma soma s = a4 + G2 +---+ an +--- com um número infinito de 

pureelus. Para que isto faça sentido, poremos s = lim. co(a1-+---+ an). Como 

| ipdo limite, este pode existir ou não. Por isso há séries convergentes e séries 

| | divergentes. Aprender a distinguir umas das outras é a principal finalidade deste 
| eupítulo. 


|, Séries convergentes 


Dada uma seqüéncia (an) de números reais, a partir dela formamos uma 
MGW seguência (55) onde 


4|-— dj, 82— Q1 -F Q2, ...s Sn=WG+m+- +an, etc. 


Os números Sn chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série 3) an. 
|| | A parcela an é O n-ésimo termo ou termo geral da série. 

| Se existir o limite s = lim oo Sn, diremos que a série } an é convergente 
f ^ Pa 

| | Wa m da = Ya an = dic aco n roc será chamado a soma da 
| Merle. Se liri sn não existir, diremos que $ an é uma série divergente. 


CEPS A E : PX D E: 
| As vezes é conveniente considerar séries do tipo 377.9 àn, que começam 
| 2UN (ty em vez de as. 


a série geométrica 1-- a -- a? «E a^ +... é convergente, 
M Qum soma igual a 1/(1 — a), e a série 1 +1 4- 1/21 - --- c 1/n! - --- também 
WI vOl verge, com soma igual a e. 


| Exemplo 1. Como já vimos (Exemplos 11 e 12, Capítulo 3), quando |a| < 1 
I 


|| i Exemplo 2. Asériel-14+1-1+---, determo geral (—1)"*1, é divergente 
| | | pois a soma parcial sn é igual a zero quando n é par, e igual a 
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1 quando n é ímpar, Portanto não existe lim s,. 


Exemplo 3. A série 5^ 1/n(n + 1), cujo termo geral é an = 1/n(n + 1) = 


1/n — 1/(n + 1), tem n-ésima soma parcial 


mue meii. diu d 
" 2) A2 3] Cla ae) m«r 


Portanto lim sn = 1, isto é, E 1/n(n 4- 1) =1. 


Se an > 0 paratodo n € N, as reduzidas da série >» an formam uma 
segiiência não-decrescente. Portanto uma série > an, de termos n&o-negativos, 
converge se, e somente se, existe uma constante k tal que a, +---+an € k para 
todo n € N. Por isso usaremos a notação 37 am < +oo para significar que a 
série 5^ a4, com an > 0, é convergente. ] 


Se an > 0 para todo n € Ne (a4) é uma subseqüéncia de (an) então 
2505 < too implica $^ ai, < +00. 
Exemplo 4. (A série harmônica.) A série 9: 1/n é divergente. De fato, se 
E 1/n = s fosse convergente então Y^ 1/2n =te51/(2n — 
1) = u também seriam convergentes. Além disso, como sam, = En + Un, fazendo 
n > co teríamos s = t +u. Mast=5)1/2n = (1/2) 51/n = s/2, portanto 
u=t=s/2. Por outro lado 


T Tue 1 j 
-t= i OST s Rhume 
E sm (un — fn) dim Ja 3*G-3 Ga=17 38) 
MIS M: 1 
- Fte 
rimos (& $4 56 EE 


logo u > t. Contradição. 


Teorema 1. (Critério de comparação.) Sejam Yan e Y; bn séries de ter- 
mos não-negativos. Se existem c > 0 e no € N tais que 
an € cbn para todo n > ng então a convergência de Y> bn, implica a de 


2an enquanto a divergência de Y an implica a de 5) bn. 


Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor an < cbn para 

todo n € N. Então as reduzidas sn e tn, de Dan e ba 
respectivamente, formam segiiências não-decrescentes tais que Sn < Cin para 
todo n € N. Como c > 0, (tn) limitada implica (Sn) limitada e (sn) ilimitada 
implica (tn) ilimitada, pois tn > sn/c. 


Séries absolutamente convergentes 


Mação à 

AMoxemplo LE Ser > 1, a série 57 1/n" converge. Com efeito, seja c a soma 
" ) da série geométrica * 75. .,(2/2"7)". Mostraremos que toda re- 
Multa sp, da série 3; 1/n" é < c. Seja n tal que m < 2” — 1. Então 


en. 3o qp € LY, 
mie (t t a ta ta T ! 
1 ema 
m eres l moy) 
-1 i 
2 4 yc fa 
EUM rt tum Dl) SÊ 
Como a série harmónica diverge, resulta do critério de comparação que 


» /n* diverge quando r < 1 pois, neste caso, 1/n” > 1/n. 


orema 2. 


Wumonstração: Se a série 5) an é convergente então, pondo Sn = Q1 +---+an, 

existe 5 = liun>æ sn. Consideremos a seqüéncia (tn), com 
ti» 0e t4 = Sn- quando n > 1. Evidentemente, limtn = Se Sn — tn = aa. 
Portanto lim an = lim(sn — tn) limtn=8-8=0. 


Lu 
Ld 
IS 


O termo geral de uma série convergente tem limite zero. 


lim sm 


O critério contido no Teorema 2 constitui a primeira coisa a verificar quando 
He quer saber se uma série é ou não convergente. Se o termo geral não tende. a 
èro, a série diverge. A série harmônica mostra que a condição lim an = 0 não 
É nuficiente para a convergência de X an. 


4. Séries absolutamente convergentes 


Uma série 57 am diz-se absolutamente convergente quando 5º |an| con- 


^ verge. 


Uma série convergente cujos termos náo mudam de sinal é 
absolutamente convergente. Quando —1 « a « 1, a série 


Exemplo 6. 


x n 
geométrica 77... a^^ é absolutamente convergente, pois |a^| = Jal", com 0 < 


fal « 1. 


O exemplo clássico de uma série convergente J, am tal que 5^ [an] = +0% é 
dado por 55(-1)? /n = 1 — 1/2 + 1/3 — 1/4 4 ---. Quando tomamos a soma 
dos valores absolutos, obtemos a série harmônica, que diverge. A convergência 
dn série dada segue-se do 


Jy 
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grande e daí resulta que o termo geral an não tende para zero. Se L =1,otesteé 
inconclusivo. A série pode convergir (como no caso 5) 1/n?) ou divergir (como 
no caso Y; 1/n). 
Exemplo 8. Seja an = 1/(n? — 3n + 1). Considerando a série convergente 
3/02), como lim[n?/(n? — 3n + 1)]] = lim1/(1 — 3/n + 
1/n?)| = 1, concluímos que Y an é convergente. 


Exemplo 9. Segue-se do Exemplo 9 do Capítulo 3 e do teste de d' Alembert 
que as séries Y (a? /n!), E (n!/n^*) e Y (n* /a^), esta última 
com a > 1, são convergentes. 

Teorema 6. (Teste de Cauchy.) Quando existe um número real c tal que 
Yjan| <c < 1 para todo n € N suficientemente grande 


(em particular, quando lim %/Jan| < 1), a série Yan é absolutamente 
convergente. 


Demonstração: Se Yjan] € c < 1 então |an| < c” para todo n suficientemente 

grande. Como a série geométrica 5 ^ c” é convergente, segue-se 
do critério de comparação que 3” a;, converge absolutamente. No caso particular 
de existir lim %/Jan| = L < 1, escolhemos c tal que L < c < 1 e teremos 
V/las] < cpara todo n suficientemente grande (Teorema 5, Capítulo 3), xecaindo 
assim no caso anterior. 


Observação. Também no teste de Cauchy, tenta-se calcular lim &/[as| = L. 
Se L>1,asérie>' am diverge. Com efeito, neste caso, tem-se 
V/|an| > 1 para todo n suficientemente grande, donde |an| > 1, logo a série 
>, an diverge pois seu termo geral não tende a zero. Quando L = 1, a série pode 


divergir (como no caso 5 *(1/n:)) ou convergir (como $^ (1/n?)). 


Seja an = (logn/n)”. Como Yan = logn/n tende a zero, a 
série 5 am é convergente. 


Exemplo 10. 


O teorema seguinte relaciona os testes de d' Alembert e Cauchy. 


Teorema 7. Seja (an) uma segiiência cujos termos são diferentes de 
zero. Se lim |an+ı|/lan| = L então lim Wan] = L. 
Demonstração: Para simplificar a notação, suporemos que an > 0 para todo 


n € N. Dado £ > 0, fixemos K, M tais que L -e< K < 


LE 


DX M< Lee. Existe p € N tal que n > p — K < an/an < M. 
Múlilplicando membro a membro as n — p desigualdades K < ap ;/ap.ii < 
Mio 0... .,n— p, obtemos K"7? < an/ap < M"? para todo n > p. 
Ponhamos à = ap/ K? e 8 = ap/M?. Então K"o < an < M". Extraindo 
pulse, vem K Ya < tas < M V/D para todo n > p. Levando em conta 
Wb or c KM < D slim Va = 1 e lim R/B = 1, concluímos que 
pis ma > ptalquen>n=>L-e<xkKyaeMYB<L+e. Então 
In we Le < Yan < L +e, o que prova o teorema quando L > 0. Se 
I9 i, basta considerar M em vez de K e M. 


imumplo 10. ^ Resulta do Teorema 7 que lim n/ Vn! = e. Com efeito, pondo 
à an =n" /n! vem n/ Vn! = Yan. Ora 
Una (MAD n (n+1)(n+1)” Qn c9 
Un, (n1) m^ (nln n”? n ] 
logo Hm (to. /an) = e, e daí lim Yün = e. 


4, Comutatividade 


Uma série Y^ an diz-se comutativamente convergente quando, para qual- 
quer bileção y : N — N, pondo bn = agn) à série Y bn é convergente. (Em 
purtieular, tomando p(n) = n, vemos que E an é convergente.) Resulta do 
Que mostraremos a seguir que se 35 am é comutativamente convergente então 
Nim = 3) an qualquer que seja a bijeção y. Esta é a maneira precisa de afirmar 
(ile Ii. soma 37 an não depende da ordem das parcelas. Mas isto nem sempre 
ueorre. 


Mxemplo 11. A série 
Ed ol 
mpm =2— 4... 
? 3*3 4 
UDhnverge, mas não comutativamente. Com efeito, temos 
s^. Ao ld 


Podemos então escrever 
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Somando termo a termo vem 
Ag Ebo Ebo La 
DIET AA E paso dpb x6 
A série acima, cuja soma é 35/2, tem os mesmos termos da série inicial, 
cuja soma é s, apenas com uma mudança na sua ordem. 


Teorema 8. Se Y` an é absolutamente convergente então para toda bi- 
jeção p:N — N, pondo bn = ayn), tem-se 57 bn = ) an. 
Demonstração: Supomos inicialmente an > 0 para todo n. Escrevamos sn = 


a+-+anettn=bi+---+by. Para cada n € N, os números 
v(1),... p(n) pertencem todos ao conjunto (1,2,... , m}, onde m é o maior 
dos y(i). Então 


kl TT 
fn — ao) SD, aj = Sm. 
i-i j=1 


Assim, para cada n € N existe m € N tal que ty X sm. Reciprocamente, 
(considerando-se p7! em vez de p) para cada m € N existe n € N tal que 
sm < tn. Segue-se que lim tn = lim 55, isto é, 37 bn = } an. No caso geral, 
temos $5 an = 3) pn — > qn, onde py é a parte positiva e qn a parte negativa de 
an. Toda reordenação (by) dos termos an determina uma reordenação (um) para 
os pn e uma reordenação (vn) dos gn, de modo que un é a parte positiva e vm a 
parte negativa de bp. Pelo que acabamos de ver, $; un =) 9n € Pb Un =D Qn- 
Logo San = $5 Un — L Un = 3 0n. LJ 


O teorema seguinte implica que somente as séries absolutamente conver- 
gentes sáo comutativamente convergentes. 


Teorema 9. (Riemann.  Alterando-se convenientemente a ordem dos 
termos de uma série condicionalmente convergente, pode- 


se fazer com que sua soma fique igual a qualquer número real pré-fixado. 


Demonstração: Seja >) an a série dada. Fixado o número c, começamos a so- 

mar os termos positivos de 5” an, na sua ordem natural, um a 
um, parando quando, ao somar an, , a soma pela primeira vez ultrapasse c. (Isto é 
possível porque a soma dos termos positivos de ^ an É +00.) A esta soma acres- 
centamos os termos negativos, também na sua ordem natural, um a um, parando 
logo que, ao somar am, (« 0), o total resulte inferior a c (o que é possível porque 
a soma dos termos negativos é —oo). Prosseguindo analogamente, obtemos uma 


Exercícios 


Aaptos 


Nova Nérie, cujos termos são os mesmos de Zan, numa ordem diferente. As 
TOiluzitüs desta nova série oscilam em torno do valor c de tal modo que (a partir 
di ordens 7) a diferença entre cada uma delas e c é inferior, em valor absoluto, 
MES termo eu onde houve a última mudança de sinal. Ora, limpo an, = O 
porque u série Y, an converge. Logo as reduzidas da nova série convergem para 
(9 


M Exercícios 


Meção 1: 


1. Dadas as séries 35 à € E bn, com an = Vn + I — ne bs = log (14-2), 
mostre que lim an = lim bn = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas reduzi- 
das sm e tn destas séries e mostre que lim s = lim tn = +0, logo as séries 
dudas são divergentes. 


Séries convergentes 


3. Use o critério de comparação para provar que ) 1/n* é convergente, a partir 
ila convergência de 3) 2/n(n + 1). 

À, Seja sn a n-ésima reduzida da série harmônica. Prove que para n = am 
lem-se 55 > 1 + E e conclua daí que a série harmônica é divergente. 

DU Essa BT 

d, Mostre que a série 5122 miga diverge. 

4, Mostre que ser > 1 a série Ss CNE converge . 

D. Prove que a série Y S&?* converge. 


7, Prove: sea, >--->an zc e am converge então limy oo Nan = 0, 


foço 2: Séries absolutamente convergentes 


|, Se Y an é convergente e an > 0 para todo n € N então a série 5^ ang” é 
absolutamente convergente para todo x € [-1,1] e 


S ansen(nz), J- ancos(na) 


são absolutamente convergentes para todo x € R. 


+ 


3 
mente positivos e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretanto é 


divergente. Por que isto não contradiz o Teorema de Leibniz? 


E: "T M ; " 
Aséiei—-ir£-i-2-i-1-i4$ 1 +... tem termos alternada 


4. Dê exemplo de uma série convergente 5, an e de uma seqiiência limitada 
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(24) tais que a série 5^ an x seja divergente. Examine o que ocorre se umi 
das hipóteses seguintes for verificada: (a) (£n) é convergente; (b) 37 an € 
|! absolutamente convergente. 


4. Prove que é convergente a série obtida alterando-se os sinais dos termos 
da série harmônica, de modo que fiquem p termos positivos (p € N fixado) 
seguidos de p termos negativos, alternadamente. 


| 5. Se 35.9 an é absolutamente convergente e lim bn = 0, ponha cn = aga + 
Ii Qibn-1 ++ ando € prove que lim ĉn = 0. 


6. Se 3) an é absolutamente convergente, prove que 3) a2, converge. 
7. Se 55 a2, e $102, convergem, prove que Ð anbn converge absolutamente. 


8. Prove: uma série J` an é absolutamente convergente se, e somente se, é 
| limitado o conjunto de todas as somas finitas formadas com os termos an. 


Seção 3: Testes de convergência 


| 1. Prove que se existir uma infinidade de índices n tais que V/|as| > 1 então 
a série 3 am diverge. Se an £ 0 para todo n e |an+1/an| > 1 para todo 
n > ny então J` am diverge. Por outro lado, a série 1/2 + 1/2 + 1/2 + 


|] 1/22 + 1/23 + 1/2? +... converge mas se tem qn1/Qn = 1 para todo n 
| ímpar. 
| | 2. Se0 c a « b « l asérie a--b--a? +b? -- a? +54... Econvergente. Mostre 


que o teste de Cauchy conduz a este resultado mas o teste de d' Alembert é 
| inconclusivo. 


| n I 3. Determine se a série 5 (log n/n)” é convergente usando ambos os testes, 
de d'Alembert e Cauchy. 


| 4. Dada uma seqüéncia de números positivos za, com lim £n, = q, prove que 
| limnoo Q/$3i1$2...X5- Q. 


| 5. Determine para quais valores de x cada uma das séries abaixo é convergente: 


| | - Sonar, X teta, Dona”, Ys fm. 


| | 
| 
Seção 4: Comutatividade 


1. Se uma série é condicionalmente convergente, prove que existem alterações 
MB da ordem dos seus termos de modo a tornar sua soma igual a +c0 e à —co. 


1 


3. [fotu explicitamente uma reordenação dos termos da série 1-1/2+ 
Ii 1/4 + 1/5 de modo que sua soma se torne igual a zero. 


2 p Sa 
I Dlgese que a seqüência (an) é somável, com soma ne para 

talog > 0 dado, existe um subconjunto finito Jo C N ta E ; E 

h ve: 

todo , finito com Jo C J C N, tem-se |s — Dney àn| < £. Pro 


(n). Be a seguência (an) é somável então, para toda Re Rs 
- n seqüéncia (bn), definida por b, = Wa(n)) $ SOMAVEL, 
wesma soma. ] g 
(b) Se a sequência (an) é somável, com soma s, então a série 
3294—$ é absolutamente convergente. 


, re i 
(4) Reciprocamente, se > an é uma série absolutamente conve 


ponte, então a sequência (an) é somável. 


5 


Algumas Noções 
Topológicas 


A Topologia é um ramo da Matemática no qual são estudadas, com grande gene- 
ralidade, as noções de limite, de continuidade e as idéias com elas relacionadas. 
Neste capítulo, abordaremos alguns conceitos topológicos elementares referen- 
tes a subconjuntos de R, visando estabelecer a base adequada para desenvolver os 
capítulos seguintes. Adotaremos uma linguagem geométrica, dizendo “ponto” 
em vez de “número real”, “a reta” em vez de “o conjunto R”. 


1. Conjuntos abertos 


Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um número 
€ > O tal que o intervalo aberto (a —6, a +£) está contido em X. O conjunto dos 
pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X e Tepresenta-se pela 
notação int X. Quando a € int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhança 
do ponto a. Um conjunto A C R chama-se aberto quando A = int A, isto é, 
quando todos os pontos de 4 são interiores a À. 


Exemplo 1. Todo ponto c do intervalo aberto (a,b) é um ponto interior a 


(a,b). Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a, b] não 
são interiores a [a,b]. O interior do conjunto Q dos números racionais é vazio. 
Por outro lado, int[a, b] = (a, b). O intervalo fechado [a, b] não é uma vizinhança 
de a nem de b. Um intervalo aberto é um conjunto aberto. O conjunto vazio é 
aberto. Todo intervalo aberto (limitado ou não) é um conjunto aberto. 


O limite de uma seqüência 


pode ser reformulado em termos de conjuntos 
abertos: tem- 


se a = limzs se, e somente se, para todo aberto A contendo a 
existe ng € N tal quen > no => Tn E€ A. 


Teorema 1. 


a) Se A, e As são conjuntos abertos então a interseção A N As é 
um conjunto aberto. 


b) Se (Ay)xer, é uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunião 
A = Uzer Ax é um conjunto aberto. 


Demonstração: a) Se x € A N A então x € A; ez € A». Como A, e Às A 

abertos, existem cy > 0e £z > 0 tais que (£ — €1, £ +61) C A 
B (E — Eo, + E2) C As. Seja € o menor dos dois números d cse 
üvnr-scAe(r-erc4ec Aa logo (z 5,26) E D 
todo ponto s € 4; NA, é um ponto interior, ou seja, o conjunto ANA, à 


hy Se z € A então existe À € L tal que z € A}. Como A é aberto, existe 
F ütal que (z — £, x +£) C Ay C A, logo todo ponto x € A é interior, isto é, 
A é aberto. 


Resulta imediatamente de a) no Teorema 1 que a interseção 
A, N- N An de um número finito de conjuntos abertos é a 
unjunto aberto. Mas, embora por b) a reunião a uma infinidade E o ii 
nbertos seja ainda aberta, a interseção de um número infinito de abertos 7 E 
illlà ser aberta. Por exemplo, se A; = (—1,1), À» = (=1/2, Sei Ber 
F t/n, L/m),... então Ai n A43 nn Ann = (0). ru eito, se 

ello existe n € N tal que |z| > 1/n logo x € An, donde z É A. 


lixemplo 2. 


à Conjuntos fechados 


Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X c R quando a é m 
8 c : 
ile nlguma seqüéncia de pontos zn € X. Evidentemente, todo ponto a € 
qderento a X: basta tomar todos os £n = a. 


Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto e formado por dE 
puntos aderentes a X. Tem-se X cx. Se X C Y então X c Y. ns is d 
X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo Dd ai sie x "i 
pertence a X. Seja X C Y. Diz-se que X é denso EE quan: e EX, 

É, quando todo b € Y é aderente a X. Por exemplo, Q é denso em R. 


Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, 
toda vizinhança de a contém algum ponto de X. 


vorema 2. 


ã j ara 
Hemonstração: Seja a aderente a X. Então a = limz,, onde £n € X p 
todo n € N. Dada uma vizinhança qualquer V > a temos 


Tn € V para todo n suficientemente grande (pela definição de limite), logo 
VNX £ Ø. Reciprocamente, se toda vizinhança de a contém pontos de X 
podemos escolher, em cada intervalo (a-1/n,a41/n),n EN, um ponto 
Tn € X. Então |En — a| < 1/n, logo lim £n = a e a é aderente a X. E 


Pelo teorema acima, a fim de que um ponto a não pertença a X é 
necessário e suficiente que exista uma vizinhança V 5 a tal que VNX = Ø. 


Corolário. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado. (Ou 
seja, X = X para todo X C. RR.) 


Com efeito, se a é aderente a X ent&o todo conjunto aberto A contendo 
a contém algum ponto b € X. A é uma vizinhança de b. Como b é aderente 
a X, segue-se que A contém algum ponto de X. Logo qualquer ponto a, 
aderente a X, é também aderente a X,istoéó ac X. [1 


Teorema 3. Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, seu com- 
plementar A = R- F é aberto. 


Demonstração: Sejam F fechado e a € A, isto é, a É F. Pelo Teorema 2, 

existe alguma vizinhança V 3 a que não contém pontos 
de F, isto é, V C A. Assim, todo ponto a € À é interior a A, ou seja, A é 
aberto. Reciprocamcute, se o conjunto A é aberto eo ponto a é aderente 
a F = R — A então toda vizinhança de a contém pontos de F, logo a não 
é interior a A. Sendo A aberto, temos a € A, ou seja, a € F. Assim, todo 
ponto a aderente a f? pertence a F, logo F é fechado. Ll 


Teorema 4. 


a) Se Fi e Fs são fechados então Fi U F é fechado. 


b) Se (FA)ser é uma família qualquer de conjuntos fechados então a 
interseção F = f) her Fa é um conjunto fechado. 


Demonstração: a) Os conjuntos 4=R-—F e A2=R- F; são abertos, pelo 
Teorema 3. Logo, pelo Teorema 1, ANA, = R— (MU 

é aberto. Novamente pelo Teorema 3, Fi U F> é fechado. 

b) Para cada XE L, A, = R — F, é aberto. Segue-se que 4 = User A é 

aberto. Mas A — R — F. Logo F é fechado. 


AMyomplo 3. Seja X c R limitado, não-vazio. Então a = inf X eb = sup X 
são aderentes a X. Com efeito, para todo n € N, podemos 
MAlo i, € X coma € za < a--1/n,logoa = lim za. Analogamente, vé-se 


TN bo Tim yn, Yn € X. Em particular, a e 0 são aderentes a (a, b). 
O fecho dos intervalos (a, b), [a, b) e (a, b] é o intervalo [a,b]. 


o 4. 
E" Q é denso em R e, para todo intervalo 7, Qi 7 é denso em T. 
Umi reunião infinita de conjuntos fechados pode não ser um conjunto fechado, 
nm pleito, todo conjunto (fechado ou não) é reunião dos seus pontos, que são 
Aunjuntos fechados. 


— Uma cisão deum conjunto X C R é uma decomposição X = AU B tal 

WE An B =2e AnB = c, isto é, nenhum ponto de A é aderente a B e 
"unliiim ponto de B é aderente a 4. (Em particular, A e B são disjuntos.) A 
Molbmposição X = X u 2 chama-se a cisão trivial. 


Se X = R — (0), então X = R+ UR. é uma cisão. Dado um 
número irracional o, sejam A = (ze Qu «ojeB- {z € 
Eu > cx). A decomposição Q = AUB é uma cisão do conjunto Q dos racionais. 
For outro lado, se a < c < b, então [a, b] = [a, c] U (c, b] não é uma cisão. 


lemplo 5. 


"Ihorema 5. Um intervalo da reta só admite a cisáo trivial. 


Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que o intervalo T admita a cisão não 

trivial T = AU B. Tomemos a € 4,b € B, digamos com 
1t x b, logo [a,b] C I. Seja c o ponto médio do intervalo [a,b]. Então c € A 
Quer c B. Sec € A, poremos a, = c, bı = b. Sec € B, escreveremos 
Hj» a, bi = c. Em qualquer caso, obteremos um intervalo [01,51] C e; bl, 
qom b; — a; = (b — a)/2 e a € A, b € B. Por sua vez, o ponto médio de 
Ii, i] o decompõe em dois intervalos fechados justapostos de comprimento 
{b ~ «)/4. Um desses intervalos, que chamaremos [a», b2], temas € A € bz € B. 
Prosseguindo analogamente, obteremos uma segiiência de intervalos encaixados 
mb| > [01,0] D 2 an, bn] D > com bn — an = (b—a)/2^,a, E Ae 
y t B para todo n € N. Pelo Teorema 4, Capítulo 2, existe d € R tal que 
lh S d < bn para todo n € N. O ponto d € T = AU B não pode estar em A pois 
il. lim b, € B, nem em B pois d = lima, € A. Contradição. 


Os únicos subconjuntos de R que são simultaneamente 
abertos e fechados são Ø e R. 


Corolário. 


Com efeito, se A C R é aberto e fechado, então R = A U (R — A) é uma 
cisão, logo A = Ø e R — A = R ou então A = Re R- A = Ø. 


3. Pontos de acumulação 


Diz-se que a € R é ponto de acumulação do conjunto X C R quando toda 
vizinhança V de a contém algum ponto de X diferente do próprio a. (Isto é, 
Vn(X-— (a) £ 2.) Equivalentemente: para todo € > 0 tem-se (a—-c,a+e)n 
(X — (aJ) z Ø. Indica-se com X” o conjunto dos pontos de acumulação de X. 
Portanto, a € X’ += a € X — (a). Sea € X não é ponto de acumulação de 
X, diz-se que a é um ponto isolado de X. Isto significa que existe € > O tal 
que a é o único ponto de X no intervalo (a — €, a + €). Quando todos os pontos 
do conjunto X são isolados, X chama-se um conjunto discreto. 


Teorema 6. Dados XcReaeR, as seguintes afirmações são equiva- 
lentes: 


(1). a é um ponto de acumulação de X; 
(2) a é limite de uma seguência de pontos £n e X — (a); 


(3) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos 
de X. 


Demonstração: Supondo (1), para todon € N podemos achar um ponto tn € X, 

Zn + a, na vizinhança (a — 1/n,a + 1/n). Logo lim za = a, 
o que prova (2). Por outro lado, supondo (2), então, para qualquer no € N, o 
conjunto (x4; n > no} é infinito porque do contrário existiria um termo £n, que 
se repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma seqüéncia constante com limite 
£n, # a. Pela definição de limite, vê-se portanto que (2)- (3). Finalmente, a 
implicação (3)=(1) é óbvia. 


Exemplo 6. Se X é finito então X’ = 2 (conjunto finito não tem ponto de 

acumulação). Z é infinito mas todos os pontos de Z são isolados. 
Q' =R. Se X = (a,b) então X' = [a,b]. Se X = (1,1/2,... ,1/m,...) então 
X' = (0), isto é, 0 é o único ponto de acumulação de X. Note que todos os 
pontos deste conjunto X são isolados (X é discreto). 


Segue-se uma versão do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos de 
ponto de acumulação. 


Teorema 7. Todo conjunto infinito limitado de números reais admito 
pelo menos um ponto de acumulação. 


Demonstração: Seja X C R infinito limitado. X possui um subconjunto enu- 

merável (21,22,... ,2m,...). Fixando esta enumeração, te- 
mos uma segiiência (£n) de termos dois a dois distintos, pertencentes a X, 
portanto uma segiiência limitada, a qual, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, 
possui uma subseqüéncia convergente. Desprezando os termos que estão fora 
dessa subseqüéncia e mudando a notação, podemos admitir que (£n) converge. 
Seja a = lim £n. Como os termos x, são todos distintos, no máximo um deles 
pode ser igual a a. Descartando-o, caso exista, teremos a como limite de uma 
seqüéncia de pontos Zn € X — (a), logo a e X’. 


4. Conjuntos compactos 


Um conjunto X C R chama-se compacto quando é limitado e fechado. 


Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a, b] é um conjunto 
compacto. Por outro lado, (a,b) é limitado mas não é fechado, logo não é 
compacto. Também Z não é compacto pois é ilimitado, embora seja fechado 
(seu complementar R — Z é a reunião dos intervalos abertos (n,n --1,n € Z, 
logo é um conjunto aberto). 


Teorema 8. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda 
seqüéncia de pontos em X possui uma subsegiência que 
converge para um ponto de X. 


Demonstração: Se X C R é compacto, toda seqüéncia de pontos de X é limi- 

tada, logo (por Bolzano-Weierstrass) possui uma subseqüéncia 
convergente, cujo limite é um ponto de X (pois X é fechado). Reciprocamente, 
seja X C R um conjunto tal que toda sequência de pontos £n € X possui uma 
Subseqüéncia que converge para um ponto de X. Então X é limitado porque, 
do contrário, para cada n € N poderíamos encontrar £n € X com [En] > n. 
A seqüéncia (£n), assim obtida, não possuiria subsegiiência limitada, logo não 
teria subsegiiência convergente. Além disso, X é fechado pois do contrário exis- 
tiria um ponto a É X com a = lim zs, onde cada x4 € X. A seqüéncia (xn) 
não possuiria então subseqüéncia alguma convergindo para um ponto de X pois 
todas suas subsegiiências teriam limite a. Logo X é compacto. q 


Observação. Se X c R é compacto então, pelo Exemplo 3, a = inf X e 

b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto compacto 
contém um elemento mínimo e um elemento máximo. Ou seja, X compacto 
= Izo, z, € X tais que zo < Y S T1 para todo x € X. 


O teorema a seguir generaliza o princípio dos intervalos encaixados. 


Teorema 9. Dada uma segiiência decrescente X, D X252 Xn 2 
... de conjuntos compactos não-vazios, existe (pelo me- 
nos) um nümero real que pertence a todos os Xn. 


Demonstração: Definamos uma segiiência (Zn) escolhendo, para cada n € N, 

um ponto Zn € Xn. Esta seqüéncia está no compacto Xi, logo 
possui uma subseqüéncia (Za, Pnz»: -> Tny- .) convergindo para um ponto 
a € Xi. Dado qualquer n € N, temos zs, € Xn sempre que ng > n. Como 
X é compacto, segue-se que a € Xn. Isto prova o teorema. o 


Encerraremos nosso estudo dos conjuntos compactos da reta com a demons- 
tração do Teorema de Borel-Lebesgue. 


Chama-se cobertura de um conjunto X a uma família C de conjuntos C) 
cuja reunião contém X. A condição X C Uez O» significa que, para cada 
z € X, deve existir (pelo menos) um À € L tal que z € Cy. Quando todos 
os conjuntos Ch, são abertos, diz-se que C é uma cobertura aberta. Quando 
L=(A,..., An) é um conjunto finito, diz-se que X C Cy, UU Ch», é uma 
cobertura finita. . Se L C L é tal que ainda se tem X C Uyer Cy» diz-se que 
C'=(Ch)x eL é uma subcobertura de C. 


"Teorema 10. (Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta de um conjunto 
compacto possui uma subcobertura finita. 


Demonstração: Tomemos inicialmente uma cobertura aberta [a,b] C Uxer, Ax 

do intervalo compacto [a,b]. Suponhamos, por absurdo, que 
€ = (Ay) res não admita subcobertura finita. O ponto médio do intervalo [a, b] o 
decompóe em dois intervalos de comprimento (5 — a)/2. Pelo menos um destes 
intervalos, o qual chamaremos [a;, bi], não pode ser coberto por um número 
finito de conjuntos A. Por bisseções sucessivas obteremos uma sequência 
decrescente [a,b] D [01,b1] 2 laz, b2} D =: O lan, bn] D --- de intervalos tais 
que bn — an = (b — a) /?^ e nenhum [an, bn] pode estar contido numa reunião 
finita dos abertos A. Pelo Teorema 4, Capítulo 2, existe um número real c 


que pertence a todos os intervalos [an,bn). Em particular, c € [a,b]. Pela 
definição de cobertura, existe À € L tal que c € A3. Como A, é aberto, temos 
[c — $, € €] € A, para um certo € > 0. Tomando n € N tal que (b — a)/2* < € 
temos então c € [an, bn] C [c — &, c + e], donde [an, bn] C As, logo fan, ba] 
pode ser coberto por apenas um dos conjuntos A,- Contradição. No caso geral, 
ines uma cobertura aberta X C Uer 4» do compacto X. Tomamos um 
intervalo compacto [a, b] que contenha X e, acrescentando aos 4, o novo aberto 
Ax, = R — X, obtemos uma cobertura aberta de [a, b], da qual extraímos, pela 
parte já provada, uma subcobertura finita [a,b] C A4, U Ax, U---U As, . Como 
nenhum ponto de X pode pertencer a 4,,, temos X C As U.U As e isto 
completa a demonstracáo. É ^ 


Exemplo 7. Os intervalos An = (1/n, 2), n € N, constituem uma cobertura 
aberta do conjunto X = (0,1] pois (0,1] C Unen An. Entre- 
tanto, esta cobertura não possui subcobertura finita pois, como A; C A; C A3 C 


P c An C :--, toda reunião finita de conjuntos An é igual àquele de maior 
Índice, logo n&o contém (0, 1]. 


O Teorema de Borel-Lebesgue, cuja importáncia é inestimável, será utili- 
zado neste livro uma só vez, no Capítulo 10, secáo 4. (V. Teorema 7 daquele 
capítulo.) Pode-se provar, reciprocamente, que se toda cobertura aberta de um 
conjunto X C R possui uma subcobertura finita então X é limitado e fechado 
(Cfr. “Curso de Análise”, vol. 1, pag. 144.) l 


5. OQ conjunto de Cantor 


O conjunto de Cantor, que descreveremos agora, tem as seguintes proprie- 
dades. ; 

1) É compacto. 

2) Tem interior vazio (não contém intervalos). 

3) Não contém pontos isolados (todos seus pontos são pontos de acumulação). 

4) É não-enumerável. 

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido 

como complementar de uma reunião de intervalos abertos, do seguinte modo. 


Retira-se do intervalo [0,1] seu terço médio aberto (1/3,2/3). Depois retira- 
se o terço médio aberto de cada um dos intervalos restantes [0,1/3] e [2/3, 1]. 


Sobra então [0, 1/9] U [2/9, 1/3] U [2/3, 7/9] U [8/9,1]. Em seguida, retira-se o 
terço médio aberto de cada um desses quatro intervalos. Repete-se o processo 
indefinidamente. O conjunto K dos pontos não retirados é o conjunto de Cantor. 


c [E 4 
0 1/3 2/3 1 

HA 
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1 
=| A (a O ++ HA 
HH HH MH HH HH HH HH HH 


Fig. 1 - Construindo o conjunto de Cantor. 


Se indicarmos com 7,, 1p,... , I5,... Os intervalos abertos omitidos, vere- 
mos que F = R — Ups In É um conjunto fechado logo K = [0, 1] F é limitado 
e fechado, ou seja, o conjunto de Cantor é compacto. 


Para mostrar que K tem interior vazio, observamos que depois da n-ésima 
etapa de sua construção restam apenas intervalos de comprimento 1/3". Por- 
tanto, dado qualquer intervalo J c [0,1] de comprimento c > 0, se tomarmos 
n tal que 1/3". < c, o intervalo J estará mutilado depois da n-ésima etapa da 
formação de K. Assim, K não contém intervalos. 


Os pontos extremos dos intervalos omitidos nas diversas etapas da constru- 
ção do conjunto de Cantor, tais como 1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 7/9 8/9, ete, pertencem 
a K, pois em cada etapa são retirados apenas pontos interiores aos intervalos 


que restaram na etapa anterior. Eles constituem um conjunto enumerável E, 
sem pontos isolados. Com efeito, seja ce K extremidade de algum intervalo, 


digamos (c, b), omitido de [0, 1] para formar K. Quando (c, b) foi retirado, restou 
um certo intervalo [a, c]. Nas etapas seguintes da construção de K, restarão 
sempre terços finais de intervalo, do tipo [an, c], com an € E. O comprimento 
c — am tende a zero, Jogo an — c € assim c não é ponto isolado de E. 


Suponhamos agora que c e K não seja extremo de intervalo retirado de 
[0, 1] durante a construção de K. (Até agora, não sabemos se de fato tais pontos 
existem, mas veremos logo mais que eles constituem a maioria dos pontos de 
K.) Provemos que c não é isolado em K. Com efeito, para cada n € N, c 
pertence ao interior de um intervalo [z;,, yn] que restou depois de n-esima etapa 
da construção de K. Temos zm < c < yn com Zn, Un € K eyn — Tn = 1/3". 


Logo € = lim z4 = lim yn é ponto de acumulação de K. 
Fica então constatado que K não possui pontos isolados. 


Provaremos agora que o conjunto de Cantor K não é enumerável. Dado 
qualquer subconjunto enumerável (x1,%2,...,%n,...) C K, obteremos um 
ponto c € K tal que c 4 £n para todo n € N. Para isso, com centro num ponto 
de K, tomamos um intervalo compacto não-degenerado fi tal que z, éh. 
Como nenhum ponto de K é isolado, 7, N K é um conjunto infinito, compacto 
sem pontos isolados. Em seguida, com centro em algum ponto de K interior a 
I;, tomamos um intervalo compacto não-degenerado 7; C 7; tal que zz ¢ LI. 
Prosseguindo analogamente, obtemos uma seqüéncia decrescente de intervalos 
compactos h 5 hbD--DhD--taisqueza É In e Inn K # Ø. Sem 
perda de generalidade, podemos supor que In tem comprimento < 1/n. Então 
o ponto c, pertencente a todos os In (cuja existência é garantida pelo Teorema 4 
do Capítulo 2) é único, isto é, Nx In = (c). Escolhendo, para cada n € N, um 
ponto yn € In N K, teremos então |y» — c| x 1/n, donde lim yn = c. Como K 
é fechado, segue-se que c € K. Por outro lado, para todo n € N temos c € In, 
logo c Æ £n, concluindo a demonstração. 


Os pontos do conjunto de Cantor têm uma caracterização interessante e útil 
em termos de sua representação em base 3. Dado x € [0,1], representar x na 


base 3 significa escrever £ = 0,212273..., onde cada um dos digitos zm é igual 
a 0,1 ou 2, de tal modo que 
du E Zn 
TS Ss e x 
3 di 32 T 3n 


A fim de que se tenha x = 0,2422... 24000... é necessário e suficiente que 
2 seja um número da forma m/3”, com m,n inteiros e m < 3". Por exemplo 
17/27 = 0,122000... na base 3. Quando o denominador da fração irredutível 
p/q não é uma potência de 3 então a representação de p/q na base 3 é periódica. 
Por exemplo, 1/4 = 0,020202... e 1/7 = 0,010212010212... na base 3. Os 
números irracionais têm representação não-periódica. 


Na primeira etapa da formação do conjunto de Cantor, ao retirar-se o inter- 
valo aberto (1/3, 2/3) ficam excluídos os números x € [0, 1] cuja representação . 
na base 3 tem z; = 1, com a única exceção de 1/3 = 0,1, que permanece. Na 
segunda etapa, foram excluídos os números dos intervalos (1/9, 2/9) e (7/9,8/9) 
ou seja, aqueles da forma 0,012324... ou da forma 0,21z374... (com exceção 
de 1/9 = 0,01 e de 7/9 = 0,21, que permanecein). De um modo geral, po- 
demos afirmar que os elementos do conjunto de Cantor são os números do 


intervalo [0, 1] cuja representação z = 0,2122...2t5... na base 3 só contém 
os algarismos 0 e 2, com exceção daqueles que contêm um único algarismo 1 
como algarismo significativo final, como x = 0,20221, por exemplo. Se obser- 
varmos que 0,0222... = 0,1 poderemos sempre substituir o algarismo final 1 
pela seqüéncia 0222.... Por exemplo: 0,20201 = 0,20200222.... Com esta 
convenção, pode-se afirmar, sem exceções, que os elementos do conjunto de 
Cantor são os números do intervalo [0, 1] cuja representação na base 3 só contém 
os algarismos 0 e 2. 


Daí resulta facilmente que o conjunto de Cantor é não-enumerável (vide 
Exemplo 3, Capítulo 1) e que 1/4 = 0,0202... pertence ao conjunto de Cantor. 


6. Exercícios 


Seção 1. Conjuntos abertos 


1. Prove que, para todo X C R tem-se int(int. X) = int X e conclua que int X 
é um conjunto aberto. 


2. Seja À C R um conjunto com a seguinte propriedade: “toda seqüéncia (£n) 
que converge para um ponto à € À tem seus termos zm pertencentes a A 
para todo n suficientemente grande”. Prove que A é aberto. 


3. Prove que int(AU B) D int AUint B eint(An B) = int Anint B quaisquer 
que sejam A, B c R. Se A = (0,1) e B = [1,2), mostre que int(A U B) # 
int AU int B. 

4. Para todo X C R, prove que vale a reunião disjunta R = int X U int(R — 
X)U F, onde F é formado pelos pontos x € R tais que toda vizinhança de 
xæ contém pontos de X e pontos de R — X. O conjunto F = fr X chama-se 
a fronteira de X. Prove que À C R é aberto se, e somente se AN fr A = Ø. 


5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sua fronteira: X = [0,1], 
Y = (0,1)U (1,2), Z=Q, W =Z. 


6. Sejam h D h D- D In D--- intervalos limitados dois a dois distintos, 
cuja interseção 1 = Ny, I4 não é vazia. Prove que 7 é um intervalo, o qual 
nunca é aberto. Ê 


Seção 2: Conjuntos fechados 


l. Sejam Z um intervalo não-degenerado e k > 1 um número natural. Prove 


e 


que o conjunto dos números racionais m,/k”, cujos denominadores são 
potencias de k com expoente n € N, é denso em T. 


2. Prove que, para todo X c R, vale X = XUfr X. Conclua que X é fechado 
se, e somente se, X 5 fr X. 


3. Para todo X C R, prove que R — int X =R- X eR — X = int(R — X). 


4. Se X c R é aberto (respectivamente, fechado) e X = AU B é uma cisão, 
prove que A e B são abertos (respectivamente, fechados). 


5. Prove que se X C R tem fronteira vazia então X = ø ou X =R. 


6. Sejam X, Y CR. Prove que X UY = XUY eque XAY c XnY. Dé 
exemplo em que X n Y £XnY. 


7. Dada uma seqüéncia (£n), prove que o fecho do conjunto X = {£n;n € N} 
é X = X U A, onde À é o conjunto dos valores de aderência de (£n). 


Seção 3: Pontos de acumulação 


1. Prove que, para todo X C R, tem-se X = XU X'. Conclua que X é fechado 
se, e somente se, contém todos os seus pontos de acumulação. 


2. Prove que toda coleção de intervalos não degenerados dois a dois disjuntos 
é enumerável. 


3. Prove que se todos os pontos do conjunto X c R são isolados então pode-se 
escolher, para cada x € X, um intervalo aberto Jy, de centro x, tal que 
r£zy-olnly-sg9. 


4. Prove que todo conjunto não enumerável X c R possui algum ponto de 
acumulação a € X. 
5. Prove que, para todo X C R, X' é um conjunto fechado. 


6. Seja a um ponto de acumulação do conjunto X. Prove que existe uma 
seqüéncia crescente ou uma segiiência decrescente de pontos £n € X com 
lim zs = a. 


Seção 4: Conjuntos compactos 


1. Prove que o conjunto À dos valores de aderência de uma seqüéncia (£n) é 
fechado. Se a seqüéncia for limitada, A é compacto, logo existem l e L, 
respectivamente o menor e o maior valor de aderência da sequência limitada 


(£n). Costuma-se escrever | = lim inf zm e L = limsup ta. 


2. Prove que uma reunião finita e uma interseção arbitrária de conjuntos com- 
pactos é um conjunto compacto. 


3, Dê exemplo de uma segiiência decrescente de conjuntos fechados não-vazios 
FD: D Fn D--- e uma seqüéncia decrescente de conjuntos limitados 
não-vazios Lj D+- D Ln D- tais que Fs = Ø € NEn = Ø. 


4. Sejam X,Y conjuntos disjuntos e não-vazios, com X compacto e Y fe- 
chado. Prove que existem zo € X, yo € Y tais que |o — yo| < |e — y| para 
quaisquer z € X,y € Y. i 


5. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isolados é finito. Dê exemplo 
de um conjunto fechado ilimitado X e um conjunto limitado não-fechado 
Y, cujos pontos são todos isolados. 


6. Prove que se X é compacto então os seguintes conjuntos também são com- 
pactos: 


a) S= {r +y; T, y EX) 

b) D={z-y; zye X} 

c P = {2.y; ry E X}; 

d) Q = {x/y; z,y E€ X} se0 ¢ X. 


Seção 5: O conjunto de Cantor 


1. Determine quais dentre os números 1/n,2 < n < 10, pertencem ao conjunto 
de Cantor. ` 


2. Dado arbitrariamente a € [0, 1], prove que existem x < y pertencentes ao 
conjunto de Cantor, tais qué y — x = a. 


3. Prove que a soma da série cujos termos são os comprimentos dos intervalos 
omitidos para formar o conjunto de Cantor é igual a 1. 


4. Prove que os extremos dos intervalos removidos formam um subconjunto 
enumerável denso no conjunto de Cantor. 
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Limites. 
de Funcóes 


A noção de limite, que estudamos no Capítulo 3 no caso particular de sequências, 
será agora estendida à situação mais geral onde se tem uma função f: X — R, 
definida num subconjunto qualquer X c R. 


1. Definição e primeiras propriedades 


Sejam X c R um conjunto de números reais, f: X — R uma função real 
cujo domínio é X e a € X' um ponto de acumulação do conjunto X. Diz- 
se que o número real L é limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se 
limg-a f(x) = L, quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 
6 > 0 tal que se tem [/(z) — L| < e sempre que ze X e 0 < |z — a| < ê. 


Simbolicamente: 
Jim f(z) « L =. ve» 036» 0s € X,0 < |z -a| <ó=>lf(a)-L|<e 


Informalmente: lima... f(x) = L quer dizer que se pode tornar f (x) tão próximo 
de L quanto se queira desde que se tome x € X suficientemente próximo, porém 
diferente, de a. 

A restrição 0 < |e — al significa x £ a. Assim, no limite L = limz—a f(z) 
não é permitido à variável x assumir o valor a. Portanto, o valor f (a) não tem im- 
portância alguma quando se quer determinar L: o que conta é o comportamento 
de f(x) quando z se aproxima de a, sempre com x za. 


Na definição de limite é essencial que a seja um ponto de acumulação do 
conjunto X mas é irrelevante que a pertença ou não a X, isto é, que f esteja ou 
não definida no ponto a. Num dos exemplos mais importantes de limite, a saber, 
a derivada, estuda-se lim; ,a q(x), onde a função g(x) = [f(z) — f(a)]/(x — a) 
não está definida para z = a. 


Nas condições f: X — R,a € X’, negar que se tem limga fg) = L 
equivale a dizer que existe um número € > 0 com a seguinte propriedade: seja 
qual for é > 0, pode-se sempre achar xs € X tal que 0 < lzg-a] < be 
(us) - L| 2 e. 


Teorema 1. Sejam f,g: X ^ R,a € X',limz.,a f(x) = L elim .a g(z) = 
M. Se L< M então existe 6 > 0 tal que f(x) < g(x) para 
todo z € X com 0 < |z — a| < ô. 


Demonstração: Seja K = (L+ M)/2. Pondo e = K — L = M — K temos 

e>0eK=L+e=M es. Pela definição de limite, existem 
6i »0e& > 0 tais que z e X,0«|z-a| «& > L-e« f(z z)«Kere 
X,0 < [r — a| < 6; = K < g(z) < M +e. Portanto, pondo 6 = min(61, 63) 
vem: ze X,0 < |x -a| < = f(x) « K < g(x), oque prova o teorema. 


Observação. A hipótese L < M não pode ser substituida por L < M no 
Teorema 1. 


Observação. Para o Teorema 1 e seus corolários, bem como para o Teorema 
2 abaixo, valem versões análogas com > em lugar de < e vice- 
versa. Tais versões serão usadas sem maiores comentários. 


Corolário 1. Se limga f(x) =L « M então existe 6 > 0 tal que Fla) < 
M para todo x € X com 0 « |z — a| < ô. 


Corolário 2. Sejam limpa f(z) = L elimp a g(z) = M. Se f(x) < g(x) 
para todo g € X — {a} então L < M. 


Com efeito, se fosse M < L então tomaríamos um número real K tal que 
M < K < L. Neste caso, existiria é > 0 tal que z e X,0 < |z- a| < ô> 
g(x) < K < f(x), uma contradição. 


Teorema 2. (Teorema do sanduíche.) Sejam f,g,h:X >R ac X' e 
limga f(r) = limsa g(£) = ne Se f(x) < h(z) € g(x) 
para todo x € X — {a} então limp»a h(z) = 


Demonstração: Dado arbitrariamente € > 0, existem ôi >0€e6 > 0 tais 
que z € X0<|zx-a<bh=>L-ec<fz)<L+ee 
x EX, 0< ]g-a] < ô= L-e < gz) « Le. Seja ô= min(ó;,05). Então 


pue 


xeX,00«|lr-a|«óL-ec«j(z)zh(z)szgaxm)«Lc-e-L-e« 
h(x) < L 4 €. Logo limpsa h(z) = L. 


Observação. A noção de limite é local, isto é, dadas as funções f, g: X ^R 

e dado a € X’, se existir uma vizinhança V do ponto a tal que 
f(x) = g(x) para todo z Z aem VNX então existe lim. sa f(x) se, e somente se, 
existe limpa g(x). Além disso, se existirem, esses limites serão iguais. Assim, 
por exemplo, no Teorema 2, não é necessário supor que vale f(x) < h(x) < g(x) 
paratodo z € X — (a). Basta que exista uma vizinhança V do ponto a tal que 
estas desigualdades valham para todo z * a pertencente a V N X. Observação 
análoga para o Teorema 1 e seu Corolário 2. 


Teorema 3. Sejam f: X 5 Rea c X'. A fim de que seja limp-a f (£) = 
L é necessário e suficiente que, para toda seqüéncia de 
pontos £n € X — (a) com lim £n = a, tenha-se lim f(zxn) = L 


Demonstração: Suponhamos, primeiro, que limy>a f(x) = L e que se tem uma 

segiiência de pontos zn € X — (a) com lim zm = a. Dado arbi- 
trariamente & > 0, existeó > Otalquex € X,0 < |y —a| < 6 2 |f(z) - L| « e. 
Existe também no € N tal que n > ng > 0 < |En — a| < 6 (pois £n z a para 
todo n). Por conseguinte, n > no > |f(£n)— L| < g, logo lim f(x) = L. 
Reciprocamente, suponhamos que £n c X — (a) e limzp = a impliquem 
lim f (£n) = L e provemos que se tem 


dim Hx) = 


Com efeito, negar esta igualdade implicaria em afirmar a existência de um 
número € > 0 com a seguinte propriedade: qualquer que seja n € N podemos 
achar £n € X tal que 0 < |£n — a] < 1/n mas |f (£n) — L| > e. Então teríamos 
Zn € X — (a), limz, = a sem que fosse lim f (xn) = L. Esta contradição 
completa a demonstração. 


Corolário 1. (Unicidade do limite) Sejam fX > R ea e X. 
Se dim Hx) =Le Jim f(z) =M então L=M. 


Com efeito, basta tomar uma seqüência de pontos £n € X — {a} com 
lim zn = a, O que é assegurado pelo Teorema 6 do Capítulo 5. Então teremos 
L = lim f(z4)e M = lim f (£n). Pela unicidade do limite da seqü&ncia (f (24)), 
vem L = M. 


Corolário 2. 


limg.,a f(x) = L elimpsag(x) = M. Então 
lim (f() + (3) = L4 M; 
Jim [f().9(2)] = L.M; 


Sof) LE 

a m) M se M £0. 
Além disso, se limpa f(x) = 0 e g é limitada numa vizinhança de a, 
tem-se limpy>aif(x).g(x)] = 0. 


Com efeito, dada qualquer seqüéncia de pontos x, € X — (a) com lim £n = 
a, pelo Teorema 8 do Capítulo 3 valem lim[f (£n) + g(zn)] = lim f(z4) + 
lim(g(£n)) = L x M,lim f(zn).g(zn) = lim f(x). lim g(zn) = L.M e também 
lim[f (z5)/g(zn)] = lim f(£n)/ lim g(2n) = L/M. Finalmente, se existem uma 
vizinhança V de a e uma constante c tal que |g(z)| € c para todo x € V então, 
como £n € V para todo n suficientemente grande, a seqüéncia g(xn) é limi- 
tada; logo, pelo Teorema 7 do Capítulo 3, tem-se lim f(z4).g(z&) = 0, pois 
lim f (æn) = 0. O Corolário 2 segue-se portanto do teorema. 


Teorema 4. Sejam f: X >R,a € X'. Se existe limy—a f(x) então f é 
limitada numa vizinhança de a, isto é, existem 6 > 0 e 


c> 0 tais que g € X,0 < |z -a| < ô 2 |f(zx)| x c. 


Demonstração: Seja L = limpa f(x). Tomando £ = 1 na definição de limite, 

resulta que existe é > 0 tal que æ € X,0 < |z-al < 6 => 
E) -L & 12 (2) - fE) -L+ L < |fe) - L1 - E < JE] +1. Basta 
então tomar c = [L| + 1. 


O teorema 4 generaliza o fato de que toda seqüência convergente é limitada. 


Exemplo 1. Se f,9:R — R são dadas por. f(z) = ce g(x) = x (função 
constante e função identidade) então, para todo a € R, tem-se 
evidentemente limpa f(x) = c e limga 9(x) = a. Segue-se do Corolário 2 do 
Teorema 3 que, para todo polinômio p:R > R, p(z) = ag +mz+--+ant”; 
tem-se limpa p(z) = p(a), seja qualfor a € R. Analogamente, para toda função 
racional f(x) = p(z)/q(z), quociente de dois polinômios, tem-se limga f(x) = 
f(a) desde que seja q(a) # 0. Quando q(a) = 0, o polinômio g(x) é divisível 
por: — a. Escrevemos então q(x) = (è —a)"q(x) e p(z) = (x — ay p (2) 


onde m € N, k € NU (0), (a) 0e pi(a) £ 0. Se for m = k então vale . 


(Operações com limites) Sejam f,g:X - R,a € X', com 
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lima-a f (s) = pi(a)/d (a) porque f(z) = m (2)/q (x) para todo £ 4 a. Se 
for k > m então tem-se lima a f(x) = 0 pois f(x) = (x — a)*-" [m (z)/q ()] 
para todo z # a. Se, entretanto, tivermos k < m, então f(x) = pi(x)/I(x — 
a)-*.g, (2)] para todo x * a. Neste caso, o denominador de f(x) tem limite 
zero e o numerador não. Isto implica que não pode existir limy a f(x). Com 
efeito, se f(x) = v(x)/1b(x), com lims..a (x) = 0, e existe L = limpa f(x) 
então existe limz.,a (x) = limg>a(f(x) b(x)) = L.0 = 0. Trata-se, portanto, 
de um fato geral: quando lima Y(x) = 0, só pode existir limg salo (z)/ (x) 
no caso em que se tenha também limg—a p(x} = 0 (embora esta condição, por 
si só, não seja suficiente para a existência de lim[u/1/].). 


Seja X = R — (0). Então 0 € X". A função f: X — R, definida 
por f(x) = sen(1/z) não possui limite quando z — 0. Com 
efeito, a sequência de pontos zp = 2/(2n — 1)r é tal que limn = 0 mas 
f (zn) = 1 conforme n seja ímpar ou par, logo não existe lim f (£n). Por outro 
lado, se g: X — R é definida por g(x) = x. sen(1/z), tem-se limpo g(z) = 0, 
pois |sen(1/2)| € 1 para todo x € X e limpo X = 0. Os gráficos dessas duas 
fungóes sáo mostrados na Fig. 2 abaixo. 


Exemplo 2. 


Fig.2 


Seja f:R — R definida por f(x) = 0 quando x é racional e 
f(x) = 1 quando x é irracional. Dado qualquer a € R, podemos 
obter uma segiiência de números racionais £n «a e uma seqüéncia de números 
irracionais yn z a com lim Tn = lim yn = q. Então lim f(z&) = 0 elim f(yn) 

1, logo não existe limpa f(x). 


Exemplo 3. 


bond 


Lap. à 


Observação. Dois dos limites mais importantes que aparecem na Análise são . 


lima ,o(sen s/z) = 1 e img ,o(e* —1)/x = 1. Para estabelecê- 
los é necessário, entretanto, que se tenha feito um desenvolvimento rigoroso das 
funções trigonométricas e da função exponencial. Isto será feito nos Capítulos 
11 e 12. Sem embargo, continuaremos utilizando essas funções e suas inversas 
(como o logaritmo) em exemplos, antes mesmo daqueles capítulos. É que esses 
exemplos ajudam a fixar a aprendizagem mas não interferem no encadeamento 
lógico da matéria aqui apresentada. Ao leitor interessado, esclarecemos que uma 
apresentação rigorosa porém elementar dos logaritmos e da função exponencial 
pode ser encontrada no livrinho “Logaritmos” mencionado na bibliografia. 


2. Limites laterais 


Seja X C R. Diz-se que o número real a é um ponto de acumulação à 
direita para X, e escreve-se a € X^, quando toda vizinhança de a contém 
algum ponto x € X com x > a. Equivalentemente: para todo € > 0 tem-se 
X n (a,a-- €) Z 9. A fim de que a € X', é necessário e suficiente que a seja 
limite de uma seqüéncia de pontos zn > a, pertencentes a X. Finalmente, a 
é um ponto de acumulação à direita para o conjunto X se, e somente se, é um 
ponto de acumulação ordinário do conjunto Y = X N (a, +00). 


Analogamente se define ponto de acumulação à esquerda . Por definição, 
a € X! significa que, para todo £ > 0, tem-se X n(a—&,a) £ Ø, ou seja, a € Z^ 
onde Z = (—oo,a) N X. Para que isto aconteça, é necessário e suficiente que 
a = lim zs, onde (£n) é uma segiiência cujos termos x, < a pertencem a X. 
Quando a € X' N X diz-se que a é um ponto de acumulação bilateral de X. 


Exemplo 4. Se X = (1,1/2,... ,1/n...) então 0 € X} porém 0 d X'. 

Seja I um intervalo. Se c € int Z então c € INF mas sec 
é um dos extremos de / então tem-se apenas c € 7^. se é o extremo inferior e 
ceT! se é o extremo superior de T. 


Exemplo 5. Seja K o conjunto de Cantor. Sabemos que todo ponto a € K é 

ponto de acumulacáo. Se a é extremo de algum dos intervalos 
omitidos numa das etapas da construção de A então vale apenas uma das alter- 
nativas a € K}, ou a € KL. Se entretanto a € K não é extremo de intervalo 
omitido então a € K*, N KZ como se conclui do argumento usado no Capítulo 
5, seção 5. 


Seção 2 VHS KHG S 


Sejam f: X — R, a € X}. Diz-se queo número real L é limite à direita de 
f(x) quando x tende para a, € escreve-se L = lime-o+ f(x) quando, para todo 
E > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ô > 0 tal que | f(x) — L| < e sempre 
quezcXe0«z-a«6. Simbolicamente: 


dm f(æ)= L=. Ye > 038 > 0; ze XN (aa +ô) => |f(z) - Ll < €- 
i4 


Analogamente se define o limite à esquerda L = limga- f (2). no caso de 
f: X — Rcoma € XL: isto significa que, para todo € > 0 dado arbitrariamente, 
pode-se escolher é > 0 talquez e X N (a-d,0)=> |f(x)-L|<e. 


As propriedades gerais dos limites, demonstradas na seção L, se adap- 
tam facilmente para os limites laterais. Basta observar que o limite à direita 
limy-o+ f(z) se reduz ao limite ordinário lim + a g(x), onde gé a restrição da 
função f: X — R ao conjunto X N (a, +00). E analogamente para O limite à 
esquerda. 


Por exemplo, o Teorema 3 no caso de limite à direita se exprime assim: 


“A fim de que seja img—=a+ f(x) = L é necessário e suficiente que, 
para toda seqüéncia de pontos tn € X com Tn > a e lim zgn = q, se tenha 
lim (tn) = L." 


Como se vê facilmente, dado a € X, n XL, existe limya f(x) = L se, e 
somente se, existem e são iguais os limites laterais 
„im, f(z) - Jim f(x) = L. 
Exemplo 6. As funções f, g, h: R— (0) — R, definidas por f(x) = sen(1/z). 
g(z) = z/|z| e (x) = 1/z não possuem limite quando z — 0. 
Quanto aos limites laterais, temos ime-os 9(x) = 1 e limyso- g(x) = al 
porque g(z) = 1 para z > 0e g(z) 2 —l1seg « 0. As funções f e h não 
possuem limites laterais quando z — 0, nem à esquerda nem à direita. Por 
outro lado, q: R — (0) — 0, definida por plz) = e-H£, possui limite à direita, 
limz—o+ p(z) = 0, mas não existe limg—o- p(x) pois p não é limitada para 
valores negativos de « próximos de zero. 


Exemplo 7. Seja T:R — R a função “parte inteira de x”. Para cada x € R, 

existe um único número inteiro n tal que n € x < n+1; põe-se 
então I(x) = n. Se n € Z então limg>n+ I(x) = ne limpono Ia) = nº h 
Comefeito, n < z < n+1 > I(x) = nenquanton-1« z <n = I(z) -n-t. 


96 Limites de Funções Cap. 6 


Por outro lado, se a não é inteiro então limy a, T(x) = limz a. (£) = I(a): 


pois neste caso (x) é constante numa vizinhança de a. 


Uma função f: X — R chama-se monótona não-decrescente quando para 
z,y € X,m < y = f(x) < fly). Sex < y = f(x) > fly), f diz-se monótona 
não-crescente . Se vale a implicação mais estrita x < y > f(x) < f(y) dizemos 
que a função f é crescente . Finalmente, se z < y = f(x) > f(y), dizemos que 
f é uma função decrescente . 


Teorema 5. Seja f: X — R uma função monótona limitada. Para todo 
a € Xi e todo be XL existem L = limpsoar f(zr) eM = 
limpo f(x). Ou seja: existem sempre os limites laterais de uma função 


monótona limitada. 


Demonstração: Para fixar as idéias, suponhamos f não-decrescente. Seja L — 

inf(f(z);r € X,x > a). Afirmamos que limy ay f(x) = L. 
Com efeito, dado arbitrariamente € > 0, L + e não é cota inferior do conjunto 
limitado (f(z)z € X,x > a). Logo existe ó > 0 tal quea+ô6 € Xe 
L < f(a--8) « L+e. Como f é não-decrescente, £ € Xn (a,a +6) > 
L < f(z) < L+ e, o que prova a afirmação feita. De modo análogo vê-se que 
M -sup(f(z)z € X, x < b} é o limite à esquerda M = lim, f(x). 


Observação. Se a € X não é necessário supor que f seja limitada no Teo- 
rema 5. Com efeito, suponhamos, para fixar idéias, que f seja 
monótona não-decrescentee a € X/_. Então f (a) é uma cota inferior do conjunto 
{f (z); x € X, x > a} eo ínfimo deste conjunto é lim; ,4, f(x). Analogamente, 
Se a € X" então f(a) é uma cota superior do conjunto (f(z);z € X,x < a), 
cujo supremo é o limite à esquerda limg—a-— f(x). 


3. Limites no infinito, limites infinitos, expressões indeterminadas 
Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f: X — R, escreve-se 
lim f(z)—-L 


Loo 2 


quando o número real L satisfaz à seguinte condição: 
vVED0IADO ce X v>A>|f(x)-L|<e. 


Ou seja, dado arbitrariamente € > 0, existe A > 0 tal que | f(x) — L| < £ sempre 
quer >A, 


Seção 3 Limites no infinito, limites infinitos, expressões indeterminadas 


De maneira análoga define-se lima. , co f(x) = L, quando o domínio de 
f é ilimitado inferiormente: para todo e > 0 dado, deve existir A > 0 tal que 
x< —A-|f(z)- L| <e. 

Valem os resultados já demonstrados para o limite quando z — a,a € R, 
com as adaptações evidentes. 


Os limites para z — -Foo e x — —co são, de certo modo, limites laterais (o 
primeiro é um limite à esquerda e o segundo à direita). Logo vale o resultado do 
Teorema 5: se f: X — R é monótona limitada então existe limy»4co f(x) seo 
domínio X for ilimitado superiormente e existe limg...- co f(x) se o domínio de 
f for ilimitado inferiormente. 


O limite de uma seqüéncia é um caso particular de limite no infinito: trata- 
se de limz—+oo f (x), onde f:N — R é uma função definida no conjunto N dos 
números naturais. 


lima +oo 1/2 = limg., oo 1/% = 0. Por outro lado, não existe 
limg—+o sen z nem lima. oo sen z. Vale limy- 4, e” = 0 mas 
não existe limy—,., co €”, no sentido da definição acima. Como fizemos no caso 
de seqüéncias, introduziremos “limites infinitos" para englobar situações como 
esta. 


Exemplo 8. 


Em primeiro lugar, sejam X C Rg € X',f:X — R. Diremos que 
limg-a f(x) = + quando, para todo A > 0 dado, existe ô > O tal que 
0«izr—-a| «ózc X f(x)» A. 


Por exemplo, limga 1/(z — a)? = +o, pois dado À > 0, tomamos ô = 
1/V A. Então 0 < |z -a| «6 0 < (z - a)? < 1/A > 1/(z — a)? > A. 

De modo semelhante, definiremos limg—a f(x) = —oo. Isto significa que, 
para todo 4 > 0, existe ô > 0 tal que g € X,0 < |z -a| < 6 => f(x) < —A. 
Por exemplo, limga —1/(x — a)? = —oo. 


Evidentemente, as definições de limz .a+ f(x) = +00, imga- f(x) = 
+oo, etc. não apresentam maiores dificuldades e são deixadas a cargo do lei- 
tor. Também omitiremos as definições evidentes de lima oo f(z) = +00, 
limg., co f (£) = +oo, etc. Por exemplo, 


lim ( )=+o0, lim ( 
g—>a+ Z-a L50-'E— a 


lim e” =+, lim gf=+o (keN). 
K=+o00 Zoo 


)2-oo 
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Deve-se observar enfaticamente que --oo e —oo não são números reais, de 
modo que as afirmações limy a f(x) = +oo elimy-a f(x) = —oo não exprimem 
limites no sentido estrito do termo. 


Observação. Valem para lim( f + 9), lim{ f.g) elim( f /g) resultados análogos 
aos do Capítulo 3 (v. Teorema 9) sobre limites de sequências. 


Observação. Admitindo limites infinitos, existem sempre os limites laterais 

de uma função monótona f: X — R emtodos os pontos a € X’, 
ou mesmo quando x — co. Tem-se limz..a4 f(x) = L, L € R se, e somente 
se, para algum ô > 0, f é limitada no conjunto X n (a, a + 6). Se, ao contrário, 
f é ilimitada (digamos superiormente) em X n (a, a + 6) para todo ô > 0 então 
limz.;a4. f(z) = +00. 


Em aditamento aos comentários feitos na seção 4 do Capítulo 3, diremos 
algumas palavras sobre as expressões indeterminadas 0/0, oo — co, 0 x co, 00/00, 
09, oo? e 1%. 

Vejamos, por exemplo, 0/0. Como a divisão por zero não está definida, esta 
expressão não tem sentido aritmético. Afirmar que 0/0 é indeterminada tem o 
seguinte significado preciso: 


Sejam X C R,f,g: X — R,a € X'. Suponhamos que imza f(x) = 
limg—a g(z) = 0 e que, pondo Y = {x € X; g(x) # 0}, ainda se tenha a € Y”. 
Então f(x)/g(x) está definida quando z € Y e faz sentido indagar se existe 
limga f(x)/g(x). Mas nada se pode dizer em geral sobre este limite. De- 
pendendo das funções f,g. ele pode assumir qualquer valor real ou não exis- 
tir. Por exemplo, dado qualquer c € R, tomando f(x) = cx e g(x) = x, te- 
mos limao f(x) = limz..o g(x) = 0, enquanto limpo f(x)/g(x) = e Por 
outro lado, se tomarmos f(x) = x.sen(1/z),(r x 0) e g(z) = z, teremos 
limz..o f(z) = limg—o g(z) = 0, mas não existe limy o f(x)/g(x). 

Pelo mesmo motivo, oo—co é indeterminado. Isto quer dizer: podemos achar 
funções f,g: X — R, tais que limz.,a f(x) = limp>a g(z) = +00, enquanto 
limy-alf(x) — g(z)|, dependendo das nossas escolhas para f e g, pode ter um 
valor arbitrário c € IR ou pode não existir. Por exemplo, se f,g:R — {a} > R 
são dadas por 

1 
f(x) =c+ c ag ed) o op 


então limga f(x) = limg;o g(z) = +% e limgsa[f(z) — g(x)] = c. Analoga- 


voOção + 


mente, se 


1 l 
DL ERI QU M 


não existe lima..a[f (£) — g(x)]. 


geg(z)- E” 


Mais um exemplo: dado qualquer número real c > 0 podemos achar funções 
fgyX — R, cona € X' e imga fz) = umga gl£) = 0, f(x) > 0 
para todo z € X, enquanto limg—a f(2)9€? = c. Basta, por exemplo, defi- 
nir f,g:(0,--oo) — R pondo f(x) = z,g(x) = log c/logx. Neste caso, vale 
fü) = c para todo x # 0. (Tome logaritmos de ambos os membros.) 
Portanto limao f(z)99? = c. Ainda neste caso, podemos escolher f e g de 
modo que o limite de f (x99 não exista. Basta tomar, digamos, flej=se 
g(x) = log(1 + |sen1/2]).(log x)”. Então f(z)99 = 1 + [sen1/z|, portanto 
não existe ima so f (z)9(9. 

Estes exemplos devem bastar para que se entenda o significado de “ex- 
pressão indeterminada”. O instrumento mais eficaz para o cálculo do limite de 
expressões indeterminadas é a chamada “Regra de L'Hôpital”, que é objeto de 
infindáveis exercícios nos cursos de Cálculo. 


4. Exercícios 


Seção 1: Definição e primeiras propriedades 

1. Sejam f: X o R, a € X'e Y = f(X - (a). Se limzso f(x) = L então 
Ley. 

2. Sejam f: X — Rea € X'. Afim deque exista lima,a f(x) é suficiente que, 
para toda seqüéncia de pontos £n € X — (a) com lim n = a, à seqüéncia 
(f (24)) seja convergente. 

3. Sejam f: X ^ R,g: Y — R com f(X) cYacX'ebeY'nY. Se 

dm f()-5 e lmoly)=e, 
prove que limpo g(f(z)) = c, contanto que c = g(b) ou então que z £ a 
implique f(x) £ b. 

4. Sejam f,g:R > R definidas por f(x) = 0 se x é irracional e flo) = 2 
se x € Q;g(0) = 1e g(x) = 0 se x # 0. Mostre que limpo f(x)-0e 
limy—o g(y) = 0, porém não existe lims—o g(f(z)). 

5. Seja f: R — R definida por /(0) = 0 e f(z) = sen(1/z) se z # 0. Mostre 


que para todo c € [1,1] existe uma seqüéncia de pontos £n * 0 tais que 
lim zs — 0 e lim f(2n) = I 


Secáo 2: Limites laterais 


1. Prove que a € X} (respectivamente, a € X' ) se, e somente se, a = lim zm é 
limite de uma seqüéncia decrescente (respectivamente, crescente) de pontos 
pertencentes ao conjunto X. 


2. Prove que limpa, f(x) = L (respectivamente, limg.,5.. f(x) = L) se, e 
somente se, para toda seqüência decrescente P crescente) 
de pontos £n € X com lim Zn = a tem-se lim f(n) =L. 


3. Seja f:R — {0} — R definida por f(x) = 1/(1 + a!/Z), onde a > 1. Prove 
que lime -,0+ f(x) = Oelimpso- f(x) = 1. 


4. Sejam f: X — R monótona e a € X1. Se existir uma seqüéncia de pontos 
Zn € X com zy > a, lim £n = a elim f( (Zn) = L então limpar f(x) = L. 

5. Dada f:R— (0) — R, definida por f(x) = sen(1/x)/(1+21/7), determine o 
conjunto dos números L tais que L = lim f (£n), com lim £n = 0,%n £ O. 


Seção 3: Limites no infinito, limites infinitos, etc. 


1. Seja p: R — R um polinômio não constante, isto é, para todo x € R, p(x) = 
Qo + 047 +-+- - ang”, coma, Z 0 e n > 1. Prove que, se n é par entáo 
lima +oo P(T) = limp- oo p(z) = +00 se an > 0e = —o s€ an < 0. Sen 
é ímpar então limg— +o p(z) = +% € limg— -o p(z) = —oo quando an > 0 
e os sinais dos limites são trocados quando an < 0. 


2. Seja f:&. 5 R, definida por f(x) = zsenz. Prove que, para todo ce R, 
existe uma segiiência zn € R com lim Tn —-Fooe lim fan)=c. 
Ti—oo TL—-roo 


3. Seja f:[a, +00) — R limitada. Para cada t > a indiquemos com M; o sup 
€ m, o inf de f no intervalo 7 = [t, +00). Com w; = M; — m; indicaremos 
a oscilação de f em I. Prove que existem lime, +oo My e limi, tg 
Prove que existe lim; . +co f(x) se, e somente se, limg., Los w =0. 
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Funções 
Contínuas 


A noção de função contínua é um dos pontos centrais da Topologia. Ela será 
estudada neste capítulo em seus aspectos mais básicos, como introdução a uma 
abordagem mais ampla e como instrumento para aplicação nos capítulos seguin- 
tes. 


1. Definição e primeiras propriedades 


Uma função f: X — R, definida no conjunto X C R, diz-se contínua no 
ponto a € X quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ô > 0 
tal que x € X e |r—a| < 6 impliquem |/(z) — f(a)| < e. Em símbolos, f 
contínua no ponto a significa: | 


Ve»03ó6»0;zeX,|lz—oa| « 6 2 |f(z) —- f(a)| « e 


Chama-se descontínua no ponto a € X uma função f:.X — R que nào 
é contínua nesse ponto. Isto quer dizer que existe € > 0 com a seguinte 
propriedade: para todo é > 0 pode-se achar z; € X tal que |xg—a| < 
ô e lf(xs)- f(a)| > e. Em particular, tomando é sucessivamente igual a 
1,1/2,1/3,... e escrevendo x, em vez de T/r vemos que f: X — R é des- 
contínua no ponto a € X se, e somente se, existe € > 0 com a seguinte pro- 
priedade: para cada n € N pode-se obter zn € X com |zn—al < 1/n e 
|f (£n) — f(a)| > €. Evidentemente, |En — a| < 1/n para todo n € N implica 
lim £n = a. 

Diz-se que f: X — R é uma função contínua quando f é contínua em todos 
os pontos a € X. 


A continuidade é um fenômeno local, isto é, a função f: X — R é contínua 
no ponto a € X se, e somente se, existe uma vizinhança V de a tal que a restrição 


tap. í 


de f à V N X é contínua no ponto a. 


Se a é um ponto isolado do conjunto X, isto é, se existe ô > O tal 
que X N (a — ôa +5) = {a}, então toda função f: X — R é contínua 
no ponto a. Em particular, se X é um conjunto discreto, como Z por 
exemplo, então toda função f: X — R é continua. 


Sea € XNX', isto é, sea € X é um ponto de acumulação de X, então 
` F: X — R é contínua no ponto a se, e somente se, lima f(x) = f(a). 


Ao contrário do caso de um limite, na definição de função contínua o 
ponto a deve pertencer ao conjunto X e pode-se tomar z = a pois, quando 
isto se dá, a condição | f(x) — f(a)| < € torna-se 0 < E, O que é óbvio. 


Teorema 1. Sejam f,g: X — R contínuas no ponto a € X, com f(a) < 


gla). Existe ô > O tal que f(x < g(x) para tod. 
X ni(a — 6,0 4- 6). E e QS 


Demonstração: Tomemos c-[g(a)4- f (a)]/2 e £—9(a)—c—c— f (a). Então 

ET E> 0 e f(a) +e = g(a)- e = c Pela definição de 
continuidade, existem 6 > 0 e 6» > 0 tais que z € X, |z- al «à => 
f(a-e«f(z) «ceze X,|Ix—a| e & c < g(x) < gla) - e. Seja ô o 
menor dos números à e d. Então z € X, lz-al<d= f(x) «c« glz) 
O que prova o teorema. j 


Corolário 1. Seja f: X >R continua no ponto a € X. Se fla) z 0, 
existe ô > O tal que, para todo x € X A (a — ó,a + 6), 
f(x) tem o mesmo sinal de f (a). 


Com efeito, para fixar idéias suponhamos fla) < 0. Então basta 
tomar g identicamente nula no Teorema 1. 


Corolário2. | Dadasf,g: X S R contínuas, sejam Y = {x € X; f(x) < 

9(2)) c Z = {x € X; f(x) <g(x)). Existem A C R aberto 
e F CR fechado tais que Y = XNAceZ=XNAF. Em particular, se X 
é aberto então Y é aberto e se X é fechado então Z é fechado. 


a efeito, pelo Teorema 1, para cada y€Y existe um intervalo aberto 

y; de cent: / aíre 

n" 2 D (y) C XQJyCY. Daí resulta Uey (C Uer CX) 
Y, m seja: Y CXn(U,ey Ij)cY. Pondo A= U,ey Ty, O Teorema 1, Ca- 

pítnlo 5 assegura que A é um conjunto aberto. Além disso, de YCXNACY 


Seção 1 Definição e primeiras propriedades 75 


concluímos que Y = X N A. Quanto ao conjunto Z, temos Z = X — {z € 
X; g(x) < f(x). Pelo que acabamos de ver, existe B C R aberto tal que 
Z-—-X-(XnB)2Xn(R- B). Pelo Teorema 3 do Capítulo 5, F = R — B 
é fechado, portanto Z = X N F como se pretendia mostrar. 


Teorema 2. A fim de que a função f: X — R seja contínua no ponto a é 
necessário e suficiente que, para toda seqüéncia de pontos 
Tn € X com lim Tn = a, se tenha lim f (z5) = f (a). 


A demonstração segue exatamente as mesmas linhas do Teorema 3, Capítulo 
6, por isso é omitida. 


Corolário 1. Se f,g:.X — R são contínuas no ponto a € X então são 
contínuas nesse mesmo ponto as funções f +g, f.g: X — R, 
bem como a função f/g, caso seja g(a) £ 0. 


O domínio da função f/g, bem entendido, é o subconjunto de X formado 
pelos pontos z tais que g(x) £ 0. Existe ô > 0 tal que X n (a — 6,a + 6) está 
contido nesse domínio. 


Exemplo 1. Todo polinômio p: R — R é uma função contínua. Toda função 
racional p(z)/q(x) (quociente de dois polinômios) é contínua 
no seu domínio, o qual é o conjunto dos pontos x tais que g(z) £ 0. A função 
f:R — R, definida por f(x) = sen(1/z) se x # 0e f(0) = 0, é descontínua no 
ponto 0 e é contínua nos demais pontos da reta. A função g:R — R, dada por 
g(x) = z.sen(L/z) se x £ 0 e g(0) = 0, é contínua em toda a reta. A função 
(e: IR — R, definida por (x) = 0 para x racional e p(x) = 1 para x irracional, é 
descontínua em todos os pontos da reta porém suas restrições a Q e a R — Q são 
contínuas porque são constantes. Se definirmos 1): R — R pondo (x) = x.p(x) 
veremos que 1) é contínua apenas no ponto x = 0. : 


"Teorema 3. Sejam f:X — R contínua no ponto a € X, gY — R 

contínua no ponto b = f(a) € Y e f(X) c Y, de modo 
que a composta go f:X — R está bem definida. Então go f é contínua 
no ponto a. (A composta de duas funções contínuas é contínua.) 


Demonstração: Dado € > 0 existe, pela continuidade de g no ponto b, um 
número 770 tal que y € Y, |y — b| <7 implicam |9(y)— 9(b)| 
< e. Por sua vez, a continuidade de f no ponto a assegura que existe ô > 0 


kaan A 


tal que z € X, |r -a| < ô implicam |f(z) — b| < n. Conseqüentemente, 


Te Xn(a-6,a46) => |g(f(z)) - qb) = |(g 0 f)(2) — (g o f)(a)| < €, o que 
prova o teorema. 


2. Funções contínuas num intervalo 
Teorema 4. (Teorema do valor intermediário.) Seja f:[a,b] > R contí- 
nua. Se f(a) « d « f(b) então existe c € (a,b) tal que 


f(e) d. 


Demonstração: Consideremos os conjuntos A = (x € [a,b]; f (z) < d}e B= 

íz € [a,b]; f(x) > d). Pelo Corolário 2 do Teorema 1, A e 
B são fechados, logo An B = AN B = An B. Além disso, é claro que 
[a,b] = AUB. Se for An B £ 9 então o teorema está demonstrado porque 
se tem f(c) = d para qualquer c € AN B. Se, entretanto, fosse An B = Ø 
então [a, b] = AU B seria uma cisão não trivial (porque a € A e b € B), o que é 
vedado pelo Teorema 5 do Capítulo 5. Logo, deve ser AN B £ Ø e o teorema 
está provado. 


Corolário. Se I C R é um intervalo e f: I — R é contínua então f) 


é um intervalo. 


Isto é óbvio se f é constante. Caso contrário, sejam œ = inf f) = 
inf(f(z)z € I} e B = sup f(T) = sup(f(z);z € I). Se f (1) for ilimitado, 
tomaremos œ = —oo e/ou 8 = +00. Para provar que f (1) é um intervalo (aberto, 
fechado ou semi-aberto) cujos extremos são a e 8, tomemos d tal quea<d< f. 
Pelas definições de inf e sup, existem a, b € I tais quea < f(a) < d < f(b) « B. 
Pelo Teorema 4 existe c € [o, b], logo c € I, tal que f(c) = d. Assim de f(1). 
Isto prova que (o, 8) C f(/). Como a é o inf e 8 é o sup de f (I), nenhum 
número real menor do que o ou maior do que f pode estar em f(T). Portanto 
f(T) é um intervalo cujos extremos são o e £. 


Observação. Se T = [a,b] é um intervalo compacto então f(T) é também 
um intervalo compacto, pelo Teorema 7, a seguir Mas se 1 
não é fechado ou-é ilimitado, f(T) pode não ser do mesmo tipo que F. Por 
exemplo, seja f:R — R dada por f(x} = seng. Tomando sucessivamente os 
intervalos abertos 1, = (0,7), I2 = (0,7/2) e I4 = (0,7) temos TU) = [71,1], 
FC) = (0,1) e £5) = (0,1]. 


Seção 2 


Como aplicação, mostraremos que todo polinômio p:R — R, 
de grau ímpar, possui alguma raiz real. Seja p(x) = ag + a1 + 
“+ n£” com n ímpar e an # 0. Para fixar as idéias, suporemos an > 0. 
Pondo an x” em evidência, podemos escrever p(z) = anx”.r(x), onde 

GQ 1 a 1 Qni 1 


E E Feed n +1. 
an z^" an gro an z 


Exemplo 2. 


r(z) 


É claro que lime-soo f(x) = lmg, &r(r) = 1. Logo lim; so plz) = 
limy-+oo Enix” = +00 e limys o p(z) = limg—-% nT” = —oo (porque n 
é ímpar). Portanto o intervalo p(IR) é ilimitado inferior e superiormente, isto 
é p(R) = R. Isto significa que p:R — R é sobrejetiva. Em particular, deve 
existir c € R tal que p(c) = 0. Evidentemente, um polinômio de grau par, como 
p(z) = x? + 1, por exemplo, pode não ter raiz real. 


(Existência de Ya.) Fixado n € N, a função f.[0, +00) —^ 
(0, +00), definida por f(x) = x”, é crescente (portanto inje- 
tiva), com f(0) = 0 e limy»+co f(x) = +oo. Sua imagem é, portanto, um 
subintervalo ilimitado de [0, +00), contendo seu extremo inferior, igual a zero. 
Logo f ([0, --oo)) = [0, --oo), isto é, f é uma bijeção de [0, +00) sobre si mesmo. 
Isto significa que, para todo número real a > 0, existe um único número real 
b > 0 tal que a = b”, ou seja, b = Wa. No caso particular de n ímpar, a função 
zx" é uma bijecáo de R sobre R, de modo que, neste caso, todo número real 
a possui uma raiz n-ésima, que é positiva quando a > 0 e negativa se a < 0. 


Exemplo 3. 


O Teorema 4 é do tipo dos chamados “teoremas de existênci- 
a”. Sob certas condições, ele assegura a existência de uma raiz 
para a equação f(x) = d. Uma de suas mais simples aplicações é a seguinte. 
Seja f: la, b] — R uma função contínua tal que f(a) x a e b « f(b). Nestas 
condições, existe pelo menos um número c € [a, b] tal que f(c) = c. Com efeito, 
a função y: [a, b] — R, definida por p(x) = x — f(x), é contínua, com (a) > 0 
e (b) x 0. Pelo Teorema 4, deve existir c € [a,b] tal que (c) = 0, isto é, 
f(c) = c. Um ponto x € X tal que f(x) = x chama-se um ponto fixo da função 
f: X — R. O resultado que acabamos de provar é a versão uni-dimensional do 
conhecido “Teorema do ponto fixo de Brouwer”. 


Exemplo 4. 


Outra aplicação do Teorema 4 se refere à continuidade da função inversa. 
Sejam X,Y c Re f:X — Y uma bijeção. Supondo f contínua, pode-se 
concluir que sua inversa f-t}: Y — X também seja contínua? A resposta é, em 
geral, negativa, como mostra o seguinte exemplo. ' 


Funções contínuas num intervalo // 
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assume seu valor máximo ou seu valor mínimo. Antes de tentar resolver um 
desses problemas, é necessário saber se realmente tais pontos existem. Para 
começar, a função f pode ser ilimitada superiormente (e então não possui va- 
lor máximo) ou inferiormente (e não terá valor mínimo). Entretanto, mesmo 
limitada, f pode não assumir valor máximo em X, ou mínimo, ou nenhum dos 
dois. 


Exemplo 6. Sejam X = (0,1) e f:X > R dada por f(x) = x. Então 

f(X) = (0,1) logo, para todo x € X existem g’, g” € X com 
f(z') < f(x) < f(x"). Isto significa que, para nenhum x € X, o valor f(x) é 
O maior nem o menor que f assume em X. Noutro exemplo, podemos tomar 
gR > R,g(x) = 1/(1 +22). Temos 0 < g(x) < 1 para todo z € R. Como 
9(0) = 1, vemos que g(0) é o valor máximo de g(z) para todo x € R: Mas não 
existe z € R tal que g(x) seja o menor valor de g. Com efeito, se z > 0 basta 
tomar z' > x para ter g(z') < g(x). Ese x « 0, toma-se z’ < gx e se tem 
novamente g(x”) < g(z). 


1 
Das 

O teorema seguinte assegura a existéncia de valores máximos e mínimos de 
uma funcáo contínua quando seu domínio é compacto. 


Fig. 4 — Gráfico da função g(z) 


Teoreina 6. (Weierstrass.) Seja f:.X — R contínua no conjunto com- 
pacto X CR. Existem zo,z, € X tais que f(xo) < f(x) < 
f(z1) para todo ze X. 


Estabeleceremos o Teorema de Weierstrass como consegiiência do 


rr. aed Wie E PS e ERREUR A a a ai 


Teorema 7. A imagem f (X) de um conjunto compacto X c R por uma 
função contínua f: X — R é um conjunto compacto. 


Demonstração: De acordo com o Teorema 8 do Capítulo 5, devemos provar que 

toda seqüéncia de pontos yn € f(X) possui uma subseqüéncia 
que converge para algum ponto em f(X). Ora, para cada n € N temos yn = 
Flan), com zn € X. Como X é compacto, a segiiência (xy) possui uma 
subseqüéncia (zm )nen que converge para um ponto a € X. Sendo f contínua 
no ponto a, de limnen £n = a concluímos que, pondo b = f (a), temos b € 
f (X) e, além disso, limnew Yn = limnew f(zn) = f(a) = b, como queríamos 
demonstrar. 


Demonstração: (do Teorema 6.) Como foi visto na seção 4 do Capítulo 5, o 

conjunto compacto f(X) possui um menor elemento f(xo) e 
um maior elemento f(g). Isto quer dizer que existem zo,zi € X tais que 
f(zo) € f(x) € f(z1) para todo x € X. 


Corolário. Se X c R é compacto então toda função contínua f: X —> R 
é limitada, isto é, existe c > 0 tal que |f(x)| € c para todo 
recX. 


Exemplo 7. A função f:(0,1] — R, definida por f(x) = 1/z, é contínua 
porém não é limitada. Isto se dá porque seu domínio (0, 1] não 
é compacto. 


Teorema 8. Se X CR é compacto então toda bijecáo continua f:.X — . 
Y CR tem inversa contínua g:Y — X. 


Demonstração: Tomemos um ponto arbitrário b = f(a) em Y e mostremos que 

. 9 é contínua no ponto b. Se não fosse assim, existiriam um 
número € > 0 e uma seqüéncia de pontos yn = f(zn) € Y com limyn = b 
€ [g(yn) — g(b)| > &, isto é, |£n — a| >. € para todo n c N. Passando a uma 
Subseqüéncia, se necessário, podemos supor que lim z;, = o'*'€ X, pois X é 
compacto. Tem-se |a — a| > e. Em particular, a” a. Mas, pela continuidade 
de f, limyn = limf(za) = f(a') Como já temos limyn = b = f(a), daí 
resultaria f(a) = f (a^), contradizendo a injetividade de f. 


Exemplo 8. O conjunto Y = 10,1,1/2,...,1/n,...) é compacto e a bije- 
ção f:N — Y, definida por f(1) = 0, f(n) = 1/(n — 1) se 


"NES T 


n > 1, é contínua mas sua inversa f7!: Y — N é descontínua no ponto 0. Logo, 
no Teorema 8, a compacidade de X não pode ser substituída pela de Y. 


4. Continuidade uniforme 


Seja f: X — R contínua. Dado £ > 0, para cada z € X pode-se achar 
ô > 0talque y € X, |y- z| < 6 implicam Ify) — f(x)) < e. O número 
positivo ô depende não apenas do £ > 0 dado mas também do ponto z no qual 
a continuidade de f é examinada. Nem sempre, dado € > 0, pode-se encontrar 
um ô > 0 que sirva em todos os pontos x € X (mesmo sendo f contínua em 
todos esses pontos). 


Exemplo 9. Seja f:R — (0) — R definida por f(x) = x/|x|, logo f(x) = 1 
sex >0e f(x) = —1 para x < 0. Esta função é contínua em 
R — (0j pois é constante numa vizinhança de cada ponto z £ 0. Entretanto, 
se tomarmos € < 2, para todo ô > 0 que escolhermos, existirão sempre pontos 
z,y € R — (0) tais que |y — z| < 8 e |f(y) — f(x)| > e. Basta tomar x = 6/3€ 
y=-6/3. 
Exemplo 10. A função f:R* — R, definida por f(x) = 1 /x, é contínua. Mas, 
dado £, com 0 < £ < 1, seja qual for é > 0 escolhido, tomamos 
um número natural n > 1/6 e pomos z = 1/n, y = 1/2n. Ent&o 0 < y < z < 6, 
donde |y — x] < 6 porém |f(y) - f(z)) -2n n 9 n» 1» e. 


Uma função f:X — R diz-se uniformemente contínua no conjunto X 
quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter é > 0 tal que 
£, y € X, |y - z| < ô implicam |f(y) - f(z)| < e. 


Uma função uniformemente contínua f: X — R é contínua em todos os 


pontos do conjunto X. A recíproca é falsa, como se vê nos Exemplos 9 é 10 
acima. 


A continuidade de uma função f: X — R no ponto a € X significa que se 
pode tornar f(x) tão próximo de f(a) quanto se deseje, contanto que se tome 
z suficientemente próximo de a. Note-se a assimetria: o ponto a está fixo e 
i se aproxima dele, a fim de que f(x) se aproxime de f(a). Na continuidade 
uniforme, pode-se fazer com que f(x) e f(y) se tornem tão próximos um do 
outro quanto se queira, bastando que z, y € X estejam também próximos. Aqui, 
? e y são variáveis e desempenham papéis simétricos na definição. 


Outra distinção entre a mera continuidade e a continuidade uniforme é à 


| e 


seguinte: se cada ponto x € X possui uma vizinhança V tal que a restrição 
de fa X n V é contínua, então a função f: X — R é contínua. Mas, como 
mostram o Exemplo 9 e o Exemplo 10 acima, se cada ponto z € X possui uma 
vizinhança V tal que f é uniformemente contínua em X NV, daí não se conclui 
necessariamente que f: X — R seja uniformemente contínua no conjunto X. 
Isto se exprime dizendo que a continuidade é uma noção local enquanto a 
continuidade uniforme é um conceito global . 


Uma função f: X — R chama-se lipschitziana quando existe 
uma constante k > 0 (chamada constante de Lipschitz da fun- 
ção f) tal que |f(x) — f(y)| € klz — yj sejam quais forem x,y € X. A fim 
de que f: X — R seja lipschitziana é necessário e suficiente que o quociente 
f(y) — f (zyl/(y — x) seja limitado, isto é, que exista uma constante k > 0 tal 
que x,y E€ X, zz y => |F) -— f@)/ly — z| x k Toda função lipschitziana 
f:X > R é uniformemente contínua: dado £ > 0, tome-se é = c/k. Então 
z,yeX,Ix-y| < 6 > fiy) - f(zx)) x k| -yl < ke/k = e. Se f:R > 
R é um polinômio dc grau 1, isto é, f(x) = ax + b, com a £ 0, então f é 
lipschitziana com constante k = |a| pois |f(y) — f(x)| = |ay + b — (ax + 0) = 
al.|y — x|. A função f do Exemplo 10 evidentemente não é lipschitziana pois 
não é uniformemente contínua. Entretanto, para todo a > 0, a restrição de f 
ao intervalo [a, +00) é lipschitziana (e, portanto, uniformemente contínua), com 
constante k = 1/a?. Com efeito, se x > a e y > a então |f(y) — f(x)| = 
y - zl/Iyz| € ly — zi/a? = kly — zl. 


Exemplo 11. 


A fim de que f: X — E seja uniformemente contínua é 
necessário e suficiente que, para todo par de seqüéncias 
(tn), (yn) em X com lim(yn — £n) = 0, tenha-se lim[f(yn) — f(14)] = 0. 


Teorema 9. 


Demonstração: Se f é uniformemente contínua e lim(tm — xn) = 0 então, dado 

arbitrariamente £ > 0, existe > Otalquez,y € X, |y- z| < 6 
implicam |f (y) — f(x)| < e. Existe também no € N tal que n > no implica 
lyn — tn] < 6. Logo n > no implica |f (yn) — f(xn)| < £ e daí lim[f(yn) — 
f(£n)] = 0. Reciprocamente, suponhamos válida a condição estipulada no 
enunciado do teorema. Se f não fosse uniformemente contínua, existiria um 
€ > 0 com a seguinte propriedade: para todo n € N poderíamos achar pontos 
Zn, Yn em X tais que [ya — Zn] < 1/n e |f(yn) — f(xa)| > £. Então teríamos 
lim(ys ~ Zn) = 0 sem que fosse lim[f (yn) — f(zn)] = 0. Esta contradição 
conclui a prova do teorema. 


Exemplo 12. A função f:R — R, dada por f (x) = z?, não é uniformemente 

contínua. Com efeito, tomando Tn=neym=n+1/n temos 
lim(gm — £n) = lim(1/n) = 0 mas f(yn) — f(z4) = n? +24 1/n? m? = 
2+ 1/n? > 2, logo não se tem lim[f (ya) — F(zn)]=0. 


Teorema 10. Seja X CR compacto. Toda função contínua f:X >R é 
uniformemente contínua. 


Demonstração: Sef não fosse uniformemente contínua, existiriam £ > 0 e duas 

sequências (£n), (yn) em X satisfazendo lim(yn — £n) = 0 
e |f (yn) — f(zn)| > £ para todo n € N. Passando a uma subseqüéncia, se 
necessário, podemos supor, em virtude'da compacidade de X, que lim z, = 
a € X. Então, como yn = (Un. — Zn) + Zn, vale também lim Yn = a. Sendo 
f contínua no ponto a, temos lim[f(yn) — f(24)] = lim f (ys) — lim f(xn) = 
f(a) — f(a) = 0, contradizendo que seja |f (yn) — f(xn)| > € para todo n c N. 


Exemplo 13. A função f:[0,+00) > R, dada por f(x) = yz, não é lips- 
f chitziana. Com efeito, multiplicando o numerador e o deno- 
minador por yy + /z, vemos que (yy — V2)/(y — z) = 1g + Và). To- 
mando z x y suficientemente pequenos, podemos tornar ./% + V/z tão pequeno 
quanto se deseje, logo o quociente (4/7 — vz) /(y — x) é ilimitado. Entretanto, 
f é lipschitziana (portanto uniformemente contínua) no intervalo [1, +00), pois 
Dye l, +00) > vEt yF 22 |F- Va| = ly = lI VD) < My - z. 
Também no intervalo [0, 1], embora não seja lipschitziana, f é uniformemente 
contínua porque [0,1] é compacto. Daí resulta que f:[0,+00) > R é unifor- 
memente contínua. Com efeito, dado € > 0, existem 61 > 0 e 6; > 0 tais que 
2,9 € [1]. ly-z| < & = If(y) - f(x)) < e/2ez,y € [1,+00) ly - z| < 
65 > |f(y) - f(x)| < e/2. Seja 6 = min(ó;,65). Dados x,y € [0, +00) com 
: ly — t| < 6, sez, y € [0, 1] ou z, y € [1 4-co) temos obviamente fy) — f(x) < 
€. Se, digamos, x € [0,1] ey € [1, +œ) então |y — 1| < Ge jL- z| < ólogo 


FU -FOIA SOO - Fa) « e/24- e/2 — e. 


Teorema 11. Toda função f: X — R, uniformemente contínua num cur 
junto limitado X, é uma função limitada. 


Demonstração: Se f não fosse limitada (digamos superiormente) então existiria 
uma sequência de pontos z,, € X tais que f (zy ,1) > Flan) +] 


para todo n € N. Como X é limitado, podemos (passando a uma subseqüéncia, 
se necessário) supor que a segiiência (r4) é convergente. Então, pondo yn = 
un+1, teríamos lim(yn — Zn) =.0 mas, como f(yn) — f(xn) > 1, não vale 
lim[f(yn) — f(z4)] = 0, logo f não é uniformemente contínua. 


O Teorema 11 dá outra maneira de ver que f(x) = 1/x não é uniformemente 
contínua no intervalo (0, 1], pois f((0,1]) = (1, +00). 


Teorema 12. Se f: X >R é uniformemente contínua então, para cada 
a € X'(mesmo que a não pertença a X), existe dim, Fx). 


Demonstração: Fixemos uma seqüéncia de pontos an € X — (a) com lim an = 

a. Segue-se do Teorema 11 que a seqüéncia (f (ån)) é limitada. 
Passando a uma subseqüéncia, se necessário, podemos supor que lim f (an) = b. 
Afirmamos agora que se tem lim f(x,,) = b seja qual for a segiiência de pontos 
£n € X — (a) com lim £n = a. Com efeito, temos lim(z, — an) = 0. Como f é 
uniformemente contínua, segue-se que lim[f (z5) — f(an)| = 0, logo lim f (£n) = 
lim f (an) + lim[f(z&) — f(an)] = b. 


Exemplo 14. O Teorema 12 implica que 1/z em R+, bem como z/|z| e 
sen(1/z) em R — (0), não são uniformemente contínuas. 


5. Exercícios 


Seção 1: Definição e primeiras propriedades 


t. Sejam f, g:.X — R contínuas no ponto a € X. Prove que são contínuas no 
ponto a as funções p, Y: X — R, definidas por y(x) = max( f(x), g(z)) e 
p(x) = min(f (x), g(x)) para todo g € X. 

2. Sejam f,g: X — R contínuas. Prove que se .X é aberto entáo o conjunto 
A = {x € X; f(x) + g(z)) é aberto e se X é fechado então o conjunto 
F = {x € X; f(x) = g(z)) é fechado. 

3. Uma função f: X — R diz-se semi-contínua superiormente (scs) no ponto 
a € X quando, para cada c > f(a) dado, existe ô > 0 tal que z € 
X, |z- a] < ô implicam f(x) <c. Defina função função semi-contínua 
inferiormente (sci) no ponto a. Prove que f é contínua no ponto a se, e 
somente se, é scs e sci nesse ponto. Prove que se f é scs, g é sci no ponto a é 
f(a) < g(a) então existe 6 > 0 tal que z € X,|z- a| < ó = f(x) < glx). 


- Seja f:R — R contínua. Prove que se f(x) = 0 para todo x € X então 


f(x) = 0 para todo z e X. 


- Prove que f:R — R é contínua se, e somente se, para todo X C R, tem-se 


fX) c fX). 


- Sejam f, g: X — R contínuas no ponto a. Suponha que, em cada vizinhanga 


V de a, existam pontos x, y tais que f(x) < g(x) e f(y) > g(y). Prove que 
f(a) = g(a). 


- Seja f: X — R descontínua no ponto a € X. Prove que existe £ > 0 com a 


seguinte propriedade: ou se pode achar uma seqüência de pontos zn € X 
com lim £n — a e f (zn) > f(a) + € para todo n € N ou acha-se (yn) com 
Yn € X, limys — a e f(yn) < f(a) — & para todo n € N. 


Seção 2: Funções contínuas num intervalo 


1. 


Uma função f: X — R diz-se localmente constante quando todo ponto de 
X possui vizinhança V tal que f é constante em V N X. Prove que toda 
função f: I — R, localmente constante num intervalo T. » é constante. 


- Seja f: 1 — R uma função monótona, definida no intervalo 7. Sea imagem 


f (I) é um intervalo, prove que f é contínua. 


- Diz-se que uma função f: T — R, definida no intervalo T, tema propriedade 


do valor intermediário quando a imagem f(T) de todo intervalo J c T é 
um intervalo. Mostre que a função f:R — RR, dada por f(x) = sen(1/z) se 
x x 0e f(0) = 0, tem a propriedade do valor intermediário, embora seja 
descontínua. ` 


- Seja f: I — R uma função com a propriedade do valor intermediário. Se, 


para cada c € iR, existe apenas um número finito de pontos x € T tais que 
f(x) = c, prove que f é contínua. 


- Seja f: [0,1] > Reontínua, tal que /(0) = f (1). Prove que existe a € [0, 1/2] 


tal que f(x) = f(x + 1/2). Prove o mesmo resultado com 1 /3 em vez de 
1/2. Generalize. 


Seção 3: Funções contínuas em conjuntos compactos 


" 


Seja f: R — R contínua, tal que limp-.+oo f(x) = lims., f(x) = +00. 
Prove que existe zo € R tal que f(zo) < f(x) para todo x ER. 


. Seja f: R — R contínua, comlimy-. +00 f (£) = +00 e limg— oo J (x) = —00. 


Prove que, para todo c € R dado, existe entre as raízes x da equação f(x) = c 
uma cujo módulo |x| é mínimo. 


. Prove que não existe uma função contínua f: [a,b] — R que assuma cada 


um dos seus valores f(x), x € la, b], exatamente duas vezes. 


. Uma função f:R — R diz-se periódica quando existe p € R* tal que 


f(x+p) = f(x) para todo x € R. Prove que toda função contínua periódica 
f:R — R é limitada e atinge seus valores máximo e mínimo, isto é, existem 
£o, Tı € R tais que f(xo) < f(x) € f(z1) para todo x € R. 


. Seja f:X — R contínua no conjunto compacto X. Prove que, para todo 


€ > 0 dado, existe Kc > 0 tal que x,y € X, |y — z| xe |f(y) - f(z)] x 
kely — x]. (Isto significa que f cumpre a condição de Lipschitz contanto 
que os pontos x, y não estejam muito próximos.) 


Seção 4: Continuidade uniforme 


1. Se toda função contínua f: X — R é uniformemente contínua, prove que o 


conjunto X é fechado porém não necessariamente compacto. 


2. Mostre que a função contínua f:R — R, dada por f(x) = sen(z?), não é 


uniformemente contínua. 


. Dada f: X — R uniformemente contínua, defina q: X — R pondo (x) = 


f(x) sex € X é um ponto isolado e p(z) = limy—z f(y) sex € X'. Prove 
que «p é uniformemente contínua e y(x) = f(x) para todo z € X. 


. Seja f:R — R contínua. Se existem lim; , oo f(x) e lima, os f(x), prove 


que f é uniformemente contínua. Mesma conclusão vale se existem os 
limites de f(x) — x quando x — +09. 


. Sejam f,9: X — R uniformemente contínuas. Prove que f + g é uniforme- 


mente contínua. O mesmo ocorre com o produto f.g, desde que f e g, sejam 
limitadas. Prove que 7,1): X — R, dadas por (z) = max(f(x),g(z)) e 
lx) = min(f(x),g(x)) x € X são uniformemente contínuas. 
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Derivadas 


Sejam f:X — Rea € X. O quociente q(z) = [f(z) — f(a)]/(z — a) tem 
sentido para x + a, logo define uma função q: X — (a) — R, cujo valor q(x) é 
a inclinação da secante (reta que liga os pontos (a, f (a)) e (x, f(x)) no gráfico 
de f) em relação ao eixo x. . 


Se imaginarmos x como o tempo e f(x) como a abcissa, no instante x, de 
um ponto móvel que se desloca sobre o eixo x, então q(x) é a velocidade média 
desse ponto no intervalo de tempo decorrido entre os instantes a e x. 


De um modo geral, o quociente g(x) é a relação entre a variação de f(x) e 
a variação de z a partir do ponto x = a. 


No caso em que a € X'N X então é natural considerar limpa q(z). As 
interpretações deste limite, nos contextos acima, são respectivamente a inclina- 
ção da tangente ao gráfico de f no ponto (a, f(a)), a velocidade instantânea do 


móvel no instante z = a ou, em geral, a “taxa de variação” da função f no ponto 
a. 


Esse limite é uma das noções mais importantes da Matemática e suas 
aplicações. Ele será o objeto de estudo neste capítulo. 


1. A noção de derivada 


Sejam f: X ^M Rea e Xn X'. A derivada da função f no ponto a é o 
limite E 


ENS ENC) 


Poo tim 29 fla) 
f'(a) = lim pm h 


TA r—G 


Bem entendido, o limite acima pode existir ou náo. Se existir, diz-se que 
f é derivável no ponto a . Quando existe a derivada f(x) em todos os pontos 


x E XX! diz-se que a função f: X — Ré derivávelno conjunto X eobtem-se 
uma nova função f': X n X' >R, x Fax), chamada a função derivada de 
f. Se f' é contínua, diz-se que f é de classe C. 


Outras notações para a derivada de f no ponto a são 


H 


A fim de que f: X — R seja derivável no ponto a € XnX'é 
necessário e suficiente que exista c € R tal que a+h € X > 
f(u4- h) = f(a) t c.h  r(h), onde limpo r(h)/h = 0. No caso afirmativo, 
tem-se c — f'(a). 


Teorema 1. 


Demonstração: Seja Y = {h € R;a +h € X}. Então 0 € Y nY’. Supondo 
que f'(a) exista, definimos r: Y > R pondo r(h) = f(a th) — 
*(a) — f'(a).h. Então 


rh) from y 
S P P), 


logo lim, ,9r(h)/h = 0. A condição é, portanto, necessária. Reciprocamente, 
se vale a condição, então r(A)/h = [f(a +h) — f(a)]/h — c, logo lima, o (f (a + 
h) = f(a))/h — e = limpor (h)/h = 0, portanto f'(a) existe e é iguala c. 


Corolário. Uma função é contínua nos pontos em que é derivável. 


Com efeito, se f é derivável no ponto a então f (a+h) = fla) + f'(2).h * 
[r(&) / h]h com lima ,o[r(R)/h] = 0, logo limao f(a ^ h) = f(a), ou seja, f é 
contínua no ponto a. 


Para toda função f, definida nos pontos a e a + h, e todo 
número real c, pode-se sempre escrever a igualdade f(axh)- 
f (a) + ch + r(h), a qual meramente define o número r(h). O que o Teorema 
1 afirma é que existe no máximo um c € R tal que lim ,jr(h)/h = 0. Este 
nümero c, quando existe, é igual a f'(a). O Teorema 1 diz também que, quando 
f'(a) existe, o acréscimo f(a + h) — f(a) é a soma de uma “parte linear" c.^, 
proporcional ao acréscimo h da variável independente, mais um “resto” rt), 
o qual é infinitamente pequeno em relação a h, no sentido de que o quociente 
r(h)/h tende a zero com h. : 


Observação. 


Quando a € X é um ponto de acumulação à direita, isto é, a € X n X^, 
pode-se tomar o limite fi (a) = lima» a+ q(x). Quando existe, este limite chama- 
se a derivada à direita de f no ponto a. Analogamente, se a € X N X' , tem 
sentido considerar o limite à esquerda f' (a) = limga- g(x). Se existe, ele se 
chama a derivada à esquerda de f no ponto a. 


Caso seja a € X ni X^ NX, isto é, caso a € X seja ponto de acumulação 
bilateral, a funcáo f é derivável no ponto a se, e somente se, existem e sáo iguais 
as derivadas à direita e à esquerda, com f'(a) = fi(a) = f'(a). O Teorema 
1 (com lim; ,o, r(A)/h e lim, o 7(h)/h) vale para derivadas laterais. E seu 
corolário também. Por exemplo, se existe a derivada à direita fi (a) então f é 
continuà à direita no ponto a, isto é, f(a) = limy ,o, fla + h). 


Em particular, se a € X n X! NX” e existem ambas as derivadas laterais 
fila) e f. (a) então f é contínua no ponto a. (Mesmo que essas derivadas 
laterais sejam diferentes.) 


Exemplo 1. Uma função constante é derivável e sua derivada é identicamente 

nula. Se f:R — R é dada por f(x) = ax +b então, parace Re 
h + 0 quaisquer, (f (c + b) — f(c)]/h = a, logo f'(c) = a. Para n € N qualquer, 
a função f: R — R, com f(x) = z”, tem derivada f'(x) = n.z"-!. Com efeito, 
pelo binômio de Newton, f(x + h) = (x + hb) = z^ + hn.x^-1 + h?.p(z, h), 
onde p(x, h) é um polinômio em x e A. Portanto [f (z-- h) - f (z)]/h = n.x?7* 4 
h.p(x, h). Segue-se que f'(z) = lim} olf (£ + h) — f(x)]/h = nao, 


Exemplo 2. A função f: R — R, definida por f(x) = x.sen(1/z) quando x + 

0, f(0) = 0, é contínua e possui derivada em todo ponto x + 0. 
No ponto 0, temos [f (0-- hb) — f (0)]/h = [h. sen(1/h)]/h = sen(1/h). Como não 
existe lim} o sen(1/h), segue-se que f não é derivável no ponto x = 0, onde ne- 
.nhuma derivada lateral tampouco existe. Por outro lado, a função g: R — R, de- 
finida por g(z) = x. f (£), isto é, g(z) = x? sen(1/z), x £ 0, g(0) = 0, é derivável 
no ponto x = 0 porque lim, ,o[g(0 + h) — g(0)]/h = impo R. sen(1/h) = 0. 
Logo g'(0) = 0. Quando x + 0, as regras Fh derivação conhecidas dão g'(x) = 
2x. sen(1/z) — cos(1/x). Note-se que não existe limy o g'(x). Em particular, a 
função derivada, g':IR — R, não é contínua no ponto 0, logo g não é de classe 
C. 


Exemplo 3. A função q: IR — R, dada por y(x) = |x|, é derivável em todo 
ponto x Æ 0. Com efeito, y(x) = x se z > 0 e p(x) = —z se 


w « 0. Logo q/(z) = 1 paraz > 0eq'(z) = —1sez < 0. No ponto 0 não existe 
a derivada q' (0). De fato, existem v, (0) = 1 e (0) = —1. A função ER — R, 
definida por I(x) = n quando n < x < n-- 1, n € Z, é derivável, com I(x) = 
nos pontos «gZ. Se n é inteiro, existe 1, (n) = 0 mas não existe 7 (n). Com 
efeito, se 1 > h > 0, temseIn+h)=In)=nmaspara-l<h<o 
vale I(n+ h) =n — 1, Km) = n. Portanto lim; o (n + h) - Im)]/h - 0€ 
limp on + A) - Z(n)]/h = limy o-(—1/h) não existe. 


Exemplo 4. (A Regra de L'Hôpital) Esta regra constitui uma das mais 
populares aplicações da derivada. Em sua forma mais simples, 
ela se refere ao cálculo de um limite da forma lima f(x)/g(x) no caso em 
que f e g são deriváveis no ponto a e limpa f(x) = fa) = 0 = g(a) 
lims. ,g g(). Então, pela definição de derivada, f'(a) = lime-a f(z)/(z — a) e 
g(a) = Mmea i — a). Supondo g'(a) + 0, a Regra de L’ Hôpital diz que 
limaa f (x)/g(z) = f'(a)/9'(a). A prova é direta: 


Como ilustração, consideremos os limites limz.,o(sen z/z) e limg—o (e7 — 
1)/z. Aplicando a Regra de L’ Hôpital, o primeiro limite se reduz acos0=1e0 
segundo a e? — 1. Convém observar, entretanto, que estas aplicações (e outras 
análogas) da Regra de L' Hôpital são indevidas pois, para utilizá-la, é necessário 
conhecer as derivadas f'(a) e g'(a). Nestes dois exemplos, os limites a calcular 
são, por definição, as derivadas de sen x e e? no ponto x = 0. ` 


2. Regras operacionais 


Teorema 2. Sejam f,g:X — R deriváveis no ponto a € X n X'. As 
funções f +g, f.g e f/g (caso gla) # 0) são também de- 
riváveis no ponto a, com . 
(f £g) (a) = f'(a) x g'(a), 
(gy (a) = f'(a).g(a) + f(a).g'(a) e 
£V f'(a).9(a) — f(a)-9' (a) 
(5) P. g(a)? l 


Demonstração: Veja qualquer livro de Cálculo. 


Teorema 3. (Regra da Cadeia) Sejam f: X — R, gY >R, ae Xn X', 
be YnY', f(X) cY e f(a) « b. Se f é derivável no ponto 
a eg é derivável no ponto b então go f: X — R é derivável no ponto a, 


com (go fy(a) = e'(f(a))-f'(a). 


Demonstração: Consideremos uma seqüéncia de pontos zn € X — (a) com 
lmzn = a e ponhamos yn = f(xn), logo limyn = b. Sejam 
N=(neN fon) f(a)} e Na = {n € N; (za) = f(a)). Sen € N então 
yn € Y - (be 
g(f(28)) - (Fa) _ Ilyn) — 9(b) f(x) — f (a) 
n-a Ymn-b ` n-a ` 
Portanto, se N, é infinito, tem-se limnen,[9(f(xn)) — g(F(a))]/(tn — a) = 
9' Cf (a))- f (a). Se No é infinito tem-se limnen, [f (24) — f (a)]/(z& ^a) = 0, logo 
f'(a) = 0. Ainda neste caso, tem-se limnew, [9( f (20)) — g(f (2))]/(zn — a) = 
0 = g'(f(a)).f'(a). Como N = N; U R5, resulta daí que, em qualquer hipótese, 


RE WE) - atf 
. En) —9(f(a2)] |, , 
im CR) —— = g'Cf(a))-f' (a), 
o que prova o teorema. 
Corolário. Seja f: X — Y uma bijeção entre os conjuntos X,Y c R, 


com inversa g = f *:Y > X. Se f é derivável no ponto 
a € Xn X' eg é contínua no ponto b= f(a) então g é derivável no ponto 
b se, e somente se, f'(a) 4 0. No caso afirmativo, tem-se g'(b) — 1/ f'(a). 


Com efeito, se £n € X — (a) para todo n € Ne lim zn = a então, como 
f é injetiva e contínua no ponto a, tem-se yn = f (£n) e Y — {b} elim gs = b. 
Portanto, b € Y N Y”. Se g for derivável no ponto b, a igualdade g(f(x)) = 2, 
válida para todo z € X , juntamente com a Regra da Cadeia, fornece g'(b).f'(a) = 
1. Em particular, f'(a) # 0. Reciprocamente, se f'(a) 4 0 então, para qualquer 
seqüéncia de pontos yn = f(z&) € Y — (b) com lim y = 6, a continuidade de 
g no ponto b nos dá lim £n, = a, portanto g'(b) é igual a 


(tm) = gb) m=b ^ Te)-fa a 
E d m [a] im[ Tn = a | = Fa) 


Exemplo 5. Dada f:R — R derivável, consideremos as funções g: R — R 
e h: R — R, definidas por g(x) = f(x?) e h(x) = f(x)?. Para 
todo x € R tem-se g'(x) = 27. f’ (x°) e h'(x) = 2f (x). f' (a). 


Exemplo 6. Para n € N fixo, a função g:[0, +00) — [0, +20),. dada por 

g(x) = Yx, é derivável no intervalo (0,--o0) com g'(z) = 
1/(n Vz^-1). Com efeito, g é a inversa da bijeção f: [0, +00) — [0, +00), dada 
por f(x) = x”. Pelo corolário acima, pondo y = x”, temos g'(y) = 1/ f'(z) se 
f'(x) = ng”! 4 0, isto é, se x # 0. Assim, g'(y) = 1/nz"-! = 1/n &/y-1 e, 
mudando de notação, g'(x) = 1/n Vz*—. No ponto x = 0, a função g(x) = Y£ 
não é derivável (salvo quando n = 1). Por exemplo, a função o: IR — R, dada 
por (x) = z?, é um homeomorfismo, cujo inverso y > 4$/y não possui derivada 
no ponto 0. 


3. Derivada e crescimento local 


As proposições seguintes, que se referem a derivadas laterais e a desigual- 
dades, têm análogas com f trocada por f”, com > substituído por <, etc. Para 
evitar repetições monótonas, trataremos apenas um caso, embora utilizemos li- 
vremente seus análogos. 


Teorema 4. Se f: X — R é derivável à direita no pontoa € XNX1, com 
fila) » 0, então existe 6 > 0 talquez e X,a«z«a-ó 

implicam f(a) < f(x). 

Demonstração: Temos limgz—a, |f (£) — f(a)]/(z — a) = fi(a) > 0. Pela 
definição de limite à direita, tomando £ = f! (a), obtemos é > 0 

tal que 


reX,a«rc«acéc-(f(z)-/f(aJ/(x-a)»02 fa)< f(x). 


Corolário 1. Se f:X >R é monótona não-decrescente então suas deri- 
vadas laterais, onde existem, são > 0. 


Com efeito, se alguma derivada lateral, digamos f; (a), fosse negativa então 
o (análogo do) Teorema 4 nos daria x € X com a < xe f(x) < f(a), uma 
contradição. 


Corolário 2. Seja a € X um ponto de acumulação bilateral. Se f: X — 
R é derivável no ponto a, com f'(a) > 0 então existe ô > 0 
tal quer, ye X,a-ô<z<a<y<a+ró implicam f(x) < f(a) < f(y). 


Diz-se que a função f: X — R tem um máximo local no ponto a € X 


quando existe ô > 0 tal que x € X, |y — a| < 6 implicam f(x) < f(a). Quando 
z€X,0«]|r—a| < ó implicam f(x) < f(a), diz-se que f tem um máximo 
local estrito no ponto a. Definições análogas para mínimo local e mínimo local 
estrito. 


Quando a € X é tal que f(a) < f(x) para todo x € X, diz-se que a é um 
ponto de mínimo absoluto para a função f: X — R. Se vale f(a) > f(x) para 
todo z € X, diz-se que a é um ponto de máximo absoluto . 


Corolário 3. Se f: X — R é derivável à direita no ponto a € Xn Xie 
tem aí um máximo local então f^ (a) < 0. 


Com efeito, se fosse f (a) > 0 então, pelo Teorema 4, teríamos Fa) < f(x) 
para todo x € X à direita e suficientemente próximo de a, logo f não teria 
máximo local no ponto a. 


Corolário 4. Seja a € X um ponto de acumulação bilateral. Se f:X > 
R é derivável no ponto a e possui aí um máximo ou mínimo 
local então f'(a) — 0. 


Com efeito, pelo Corolário 3 temos fi (a) < 0e f* (a) > 0. Como fla) = 
fila) = f. (a), segue-se que f'(a) = 0. 


Exemplo 7. Do Teorema 4 e seu Corolário 2 não se pode concluir que uma 

função com derivada positiva num ponto a seja crescente numa 
vizinhança de a. (A menos que f” seja contínua no ponto à.) Tudo o que se 
pode garantir é que f(x) < f(a) para x < a, x próximo de a, e que f(x) > f(a) 
se x está próximo de a, com z > a. Por exemplo, seja f:R — R dada por 
f(x) = z?sen(1/z) + 2/2 se x 0e f(0) — 0. A função f é derivável, com 
f'(0) = 1/2 e f(x) = 2x sen(1/z) ~ cos(1/z) + 1/2 para z £ 0. Se tomarmos 
€ + O muito pequeno com sen(1/z) = 0 e cos(1/z) = 1 teremos f(x) < 0. 
Se escolhermos x # 0 pequeno com sen(1/z) = 1e cos(1/z) = 0, teremos 
f'(x) > 0. Logo existem pontos x arbitrariamente próximos de 0 com f'(x) < 0 
e com f'(x) > 0. Segue-se do Corolário 1 que f não é monótona em vizinhança 
alguma de 0. 


Exemplo 8. No Corolário 1, mesmo que f seja monótona crescente e de- 

rivável, não se pode garantir que sua derivada seja positiva em 
todos os pontos. Por exemplo, f:R — R, dada por f(x) = z3, é crescente mas 
sua derivada f(x) = 3? se anula para x = 0. 


Exemplo 9. Se f: X > R tem, digamos, um mínimo local no ponto a € X, 

náo se pode concluir daí que seja f'(a) — 0. Em primeiro 
lugar, f'(a) pode não existir. Este é o caso de f:R — R, f(x) = |z|, que 
possui um mínimo local no ponto x = 0, onde se tem f^ (0) = 1e f' (0) = —1, 
em conformidade com o Corolário 3. Em segundo lugar, mesmo que f seja 
derivável no ponto a, este pode não ser um ponto de acumulação bilateral e aí 
pode ocorrer f'(a) + 0. É o caso da função f:[0,1] > R, f(x) = zx. Temos 
f'(0) = f'(1) = 1 embora f tenha um mínimo no ponto x = 0 e um máximo no 
ponto x = 1. ; 


Um ponto c € X chama-se ponto crítico da função derivável f: X — R 
quando f'(c) = 0. Se c e X n X' NX! é um ponto de mínimo ou de máximo 
local então c é crítico, mas a recíproca é falsa: a bijeção crescente f:R — R, 
dada por f(x) = z?, não pode ter máximo nem mínimo local mas admite o ponto 
crítico x = 0. 


4. Funções deriváveis num intervalo 


Mesmo quando é descontínua, a derivada goza da propriedade do valor 
intermediário, como se verá a seguir. 


Teorema 5. (Darboux.) Seja f: [a,b] —^ R derivável. Se f'(a) « d « f'(b) 
então existe c € (a,b) tal que f'(c) = d. 


Demonstração: Suponhamos inicialmente d = 0. A função contínua f, pelo 

Teorema de Weierstrass, atinge seu valor mínimo em algum 
ponto c do conjunto compacto [a,b]. Como f'(a) < 0, o Teorema 4 assegura a 
existência de pontos z € (a,b) tais que. f(x) < f(a), logo esse mínimo não é 
atingido no ponto a, isto é, a < c. Por motivo análogo tem-se c < b. O Corolário 
4 então nos dá f'(c) = 0. O caso geral reduz-se a este considerando a função 
auxiliar g(x) = f(z)- dx. Então g'(x) = f(x)-d,dondeg(c)=06 f'(c) 2 d 
eg'(a) «0 < g (b) e f'(a) « d « f'(b). 


Exemplo 10.  Sejag:[-1,1]  R definida por g(z) = -1se-1x z < 0e 

g(x)-1se0 xz x1. A função g não goza da propriedade do 
valor intermediário pois assume apenas os valores —1 e 1 no intervalo [-1, 1]. 
Logo não existe f:[—1,1] — R deriváveltal que f’ = g. Por outro lado, a função 
h:[-1,1] > R, dada por h(x) = 2x sen(1/z) — cos(1/z) se x z 0, h(0) = 0, que 
possui uma descontinuidade bastante complicada no ponto x — 0, é a derivada 


da função f:[-1,1] > R, f(x) = a? sen(1/z) se x £ 0, f(0) = 0. No capítulo 
1H, veremos que toda função contínua g: [a, b] — R é derivada de alguma função 
f:la,b] > R e, no Exercício 4.1 deste capítulo, o leitor é convidado a mostrar 
que se g: la, b] —^ R é descontínua num ponto c € (a, b) onde existem os limites 
laterais limg—c— g(x) e linz..c. g(z) então g não pode ser a derivada de uma 
função f: [a,b] > R. 


Teorema 6. (Rolle.) Seja f: [a,b] >R contínua, com f(a) = f(b). Se fé 
derivável em (a,b) então existe c c (a,b) tal que f'(c) = 0. 


Demonstração: Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor mínimo m e 

AS seu valor máximo M em pontos de la, b]. Se esses pontos forem 
acbentãiom=Me f será constante, daí f'(x) = 0 qualquer que seja z € (a, b). 
Se um desses pontos, digamos c, estiver em (a, b) então f'(c) = 0. 


Teorema 7. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange) Seja f:[a,bj > R 
contínua. Se f é derivável em (a, b), existe c € (a,b) tal 


que f'(c) = [f(b) — f(a)/(b — a). 


Demonstracáo: Consideremos a função auxiliar g: [a,b] — R, dada por g(x) = 

f(x) — dx, onde d é escolhido de modo que g(a) = 9(b), ou 
seja, d = [f(b) — f(a)]/(b — a). Pelo Teorema de Rolle, existe c € (a, b) tal xus 
9'(c) — 0, isto é, Fc) = d = [f(b) — f(a)|/(b — a). n 


Um enunciado equivalente: Seja f:[a, a 4- hk] > R contínua, derivável em 
(a,a+h). Existe um número 0,0 < 8 < 1 tal que f(a+h) = f(a)+ f'(a+8h).h. 


Corolário 1. Uma função f:I —> R, contínua no intervalo I, com deri- 
vada f'(x) = 0 para todo x c int I, é constante. 


Com efeito, dados x,y € T quaisquer, existe c entre x e y tal que f(y) — 


Ha) = Fey - 2) = 0.(y — 2) = 0, logo f(x) = Fa). m 


Corolário 2. Se f,g: I — R são funções contínuas, deriváveis em int I » 
com f'(x) = 9x) para todo x € int I então existe ce R 
tal que g(z) = f(x) +c para todo c e I. ' 


Com efeito, basta aplicar o Corolário 1 à diferença g — f. 


Corolário 3. Seja f:I — R derivável no intervalo I. Se existe k € R 
tal que |f'(z)| < k para todo z € I então z,y els 


IF) — Fœ) S kly — zl- 


Com efeito, dados x, y € T, f é contínua no intervalo fechado cujos extremos 


são z, y e derivável no seu interior. Logo existe z entrez e y tal que f(y)— f(x) = 
f'(z)(y — x), donde |f(y) — f(z)| =| fCo)lly — x] < kly — zl. 


Corolário 4. A fim de que a função derivável f:I >R seja monótona 
não-decrescente no intervalo I é necessário e suficiente que 
f(x) > 0 para todo x € I. Se f(x) > 0 para todo x € I então f é uma 
bijeção crescente de I sobre um intervalo J e sua inversa g = fJ — I 
é derivável, com g'(y) = 1/f'(z) para todo y = f(x) € J. 


Com efeito, já sabemos, pelo Corolário 1 do Teorema 4, que se f é monótona 
não decrescente então f'(x) > 0 para todo x € T. Reciprocamente, se vale esta 
condição então, para quaisquer x,y em I, temos f(y) — f(x) = f'(z)(y — 2), 
onde z « I está entre x e y. Como f'(z) > 0, vemos que f(y) — f(x) > 0, isto é, 
z«yeml > f(x) x f(y). Do mesmo modo se vê que, supondo f'(x) > O para 
todo x € I, tem-se f crescente. As demais afirmações seguem-se do Teorema 
5, Capítulo 7 e do Corolário da Regra da Cadeia (Teorema 3). 


Exemplo 11. O Corolário 3 é a fonte mais natural de funções lipschitzia- 

nas. Por exemplo, se p:R — R é um polinômio então, para 
cada subconjunto limitado X C R, a restrição p|X é lipschitziana porque a 
derivada p’, sendo contínua, é limitada no compacto X. Como toda função 
lipschitziana é uniformemente contínua, segue-se do Teorema 12, Capítulo 7 
que se f:(a,b) — R tem derivada limitada então existem os limites laterais 
limg—a+ f(x) elim, ,p f(x). A função f: R* > R, dada por f(x) = sen(1/z), 
não pode ter derivada limitada em nenhum intervalo do tipo (0, é) pois não existe 


limy-o+ Fla). 


5. Exercícios 


Seção 1: A noção de derivada 


1. A fim de que f: X — R seja derivável no ponto a € X N X' é necessário 
e suficiente que exista uma função n: X — R, contínua no ponto a, tal que 
f(x) = f(a) + m(z)(x — a) para todo z € X. 

2. Sejam f, g, R: X > R tais que f(x) € g(x) x h(x) para todo x € X. Se f 


Seção 2: 


Ha 


e h são deriváveis no ponto a € X N X’, com f(a) = h(a) e f'(a) = h'(a) 
prove que g é derivável nesse ponto, com g'(a) = f'(a). 


- Seja f: X — R derivável no ponto a € X NX AXL. Se zn <a < ys para 


todo n e lim £n = limyn = a, prove que imncolf (gn) — f (En)]/ Yn — 
Zn) = f'(a). Interprete este fato geometricamente. 


. Dé exemplo de uma função derivável f:R — R e segiiências de pontos 


0 < En < yn, com lim £n = lim Yn = 0 sem que entretanto exista o limite 
lima co [f (yn) — f(2n)]/(yn — £n). 


- Seja f: X — R derivável num ponto interior a € X. Prove que lim; olf (a+ 


h) - f (a— h)|/2h = f'(a}. Dê um exemplo em que este limite existe porém 
f não é derivável no ponto a. 


Regras operacionais 


- Admitindo que (e*)' = e? e que limy—+o €!/y = +00, prove que a função 


FR ~> R, definida por f(x) = e1/7º quando x # 0e f(0) = 0, possui 
derivada igual a zero no ponto x = 0, o mesmo ocorrendo com JER—>R, 
com f” e assim por diante. 


- Seja I um intervalo aberto. Uma f: — R diz-se de classe C? quando é 


derivável e sua derivada f'I: — R é de classe C1. Prove que se f(D c Je 
g: J —^ R também é de classe C? então a composta go f: I — R é de classe 
[022 


. Seja f:7 — R de classe C? com f(D) = Je f'(z) O para todo q € I. 


Calcule a derivada segunda de f-!: J — R e mostre que f! é de classe C?. 


- Seja I um intervalo com centro 0. Uma função f:7 — R chama-se par 


quando f(—2) = f(x) e ímpar quando f(-x) = — f(x), para todo x € I. 
Se f é par, suas derivadas de ordem par (quando existem) são funções pares 
e suas derivadas de ordem ímpar são funções ímpares. Em particular, estas 
últimas se anulam no ponto 0. Enuncie resultado análogo para f ímpar. 


- Seja f: R — R derivável, tal que fz) = tf (x) para quaisquer t,x € R. 


Prove que f(x) = f'(0) - x, qualquer que seja z € R. Mais geralmente, se 
f:R — R é k vezes derivável e f(tx) = t^. f (a) para quaisquer t,x € R, 
prove que f(x) = [f 9 (0)/K!] - z^, para todo z € R. 


TACILILIUS 


gy 
Seção 3: Derivada e crescimento local 
1. Se f: R — R é de classe C*, o conjunto dos seus pontos críticos é fechado. 


Seção 4: 
1. 


Dê exemplo de uma função derivável f: R — R tal que 0 seja limite de uma 
seqüéncia de pontos críticos de f, mas f'(0) > 0. 


. Seja f: I — R derivável no intervalo aberto 7. Um ponto crítico c € T 


chama-se não-degenerado quando f"(c) é diferente de 0. Prove que todo 
ponto crítico não degenerado é um ponto de máximo local ou de mínimo 
local. 


. Se c € T é um ponto crítico não-degenerado da função f: I — R, derivável 


no intervalo aberto Z, prove que existe é > 0 tal que cé o único ponto crítico 
de f no intervalo (c — 6, c + 6). Conclua que, se f é de classe C!, então 
num conjunto compacto K c 7, onde os pontos críticos de f são todos 
não-degenerados, só existe um número finito deles. 


. Prove diretamente (sem usar o exercício anterior) que se o ponto crítico c 


da função f: T — R é limite de uma sequência de pontos críticos cn £ ce 
f" (c) existe. então f"(c) = 0. 


. Prove que o conjunto dos pontos de máximo ou de mínimo local estrito de 


qualquer função f:R — R é enumerável. 


Funções deriváveis num intervalo 


Seja g:1 — R contínua no intervalo aberto I, exceto no ponto c € I. Se 
existem os limites laterais limy,e- g(x) = A e limg sc, g(x) = B, com 
A + B então nenhuma função derivável f: I — R tem derivada f’ = g. 


. Seja f:Rt+ — R definida por f(x) = logz/z. Admitindo que (log)'(z) = 


1/z, indique os intervalos de crescimento e decrescimento de f, seus pontos 
críticos e seus limites quando z — 0 e quando x — -Foo. 


. Faça um trabalho análogo ao do exercício anterior para a função g: R* — R, 


definida por g(x) = e? /z, admitindo que (e?)' = e7. 


. Supondo conhecidas as regras de derivação para as funções seno e cosseno, 


prove que sen:(-7/2,7/2) — (-1,1), cos:(0,7) > (-1,1) è 
tg = sen/cos:(-7/2,7/2) — R são bijeções com derivadas # 0 em to- 
dos os pontos e calcule as derivadas das funções inversas arcsen: (—1, 1) — 


dra 


10. 


li. 


12. 


13. 


(—7/2, 1/2), arccos: (-1, 1) > (0,7) e arctg: R > (—7/2, 0/2). 


- Dada f derivável no intervalo J, sejam X = (f'(zz € I}e Y = (Uf(y) - 


f(z)/(y—z)zr £ y € I}. O Teorema do Valor Médio assegura que 
Y c X. Dê um exemplo em que Y # X. Prove que Y = X e conclua que 
sup X = supY, inf X = inf Y. 


. Seja f:(a,b) > R limitada e derivável. Se não existir limesa+ f(x) ou 


lim, 5... f(x), prove que, para todo c € R, existe x c (a, b) tal que f'(x) = c. 


. Seja f: (a, b] — R contínua, derivável no intervalo aberto (a,b), com f'(x) > 


0 para todo x € (a,b). Se f'(x) = 0 apenas num conjunto finito, prove que 
f é crescente. 


- Useo princípio dos intervalos encaixados para provar diretamente (sem usar 


o Teorema do Valor Médio) que se f: 1 — R é derivável, com f" (x) = 0em 
todos os pontos z do intervalo T, então f é constante. 


- Com a mesma técnica do exercício anterior, prove que uma função f: I > R, 


derivável, com |f’ (x)| < k para todo z no intervalo 1 cumpre a condição de 
Lipschitz |f (y) — f(x)| < kly — z| se x,y € I. 


Seja f:[a,b] — R contínua, derivável em (a, b), exceto possivelmente no 
ponto c € (a,b). Se existir limz..c f(x) = L, prove que f'(c) existe e é 
iguala L. 


Seja f:[a,b] > R uma função com derivada limitada em (a,b) e com a 


propriedade do valor intermediário (cfr. Exercício 2.3, Capítulo 7). Prove 
que f é contínua. 
Se f:1 5 R cumpre | f(y) - f(x) < cly - z| como > LceRez,geT 


arbitrários, prove que f é constante. 


Prove que se f é derivável num intervalo e f’ é contínua no ponto a então, 
para quaisquer segiiências de pontos £n 7 Yn nesse intervalo, com lim Tn = 
lim yn = a, tem-se lim[f (yn) — f(z4)]/(yn — £n) = f'(a). 
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Fórmula de Taylor 
e Aplicações da Derivada 


As aplicações mais elementares da derivada, ligadas a problemas de máximos 
e mínimos, e à regra de L’ Hôpital, se encontram amplamente divulgadas nos 
livros de Cálculo. Aqui exporemos duas aplicações, a saber o estudo das funções 
convexas e o método de Newton. 


1. Fórmula de Taylor 


A n—ésima derivada (ou derivada de ordem n) de uma função f no ponto 
a será indicada com a notação f"? (a). Paran = 1,2 e 3 escreve-se f'(a), f"(a) 
e f" (a) respectivamente. Por definição, f"(a) = (f'y (a) e assim sucessiva- 
mente: f(a) = [f^-9l'(a). Para que f"? (a) tenha sentido, é necessário 
que fU (x) esteja definida num conjunto do qual a seja ponto de acumulação 
e seja derivável no ponto z = a. Em todos os casos que consideraremos, tal 
conjunto será um intervalo. Quando existe f? (x) para todo x € I, diz-se que 
a função f:1 >R é n vezes derivável no intervalo I. Quando f én — 1 vezes 
derivável numa vizinhança de a e existe f™ (a), dizemos que f: I — R én vezes 
derivável no ponto a € I. 


Dizemos que f: T — R é uma função de classe C" , e escrevemos f € C^, 
quando f é n vezes derivável e, além disso, a função f (0: ] — R é contínua. 
Quando f e C” para todo n € N, dizemos que f é de classe C% e escrevemos 
f € Cs, Éconveniente considerar f como sua própria “derivada de ordem zero" 
e escrever f Ü) = f. Assim, f e C? significa que f é uma função contínua. 


Para n = 0,1,2,... seja fa: R — R definida por f(x) = z”|z]. 
Então fn(x) = z"*? sez > 0e fnlx) = vt seg < 0. 
Cada uma das funções fn é de classe C” pois sua n-ésima derivada é igual a 


Exemplo 1. 
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(n+ 1x]. Mas fn não én + 1 vezes derivável no ponto 0, logo não é de classe 
n+1 5 i 

C T As funções mais comumente encontradas, como polinómios, fungóes 

racionais, funções trigonométricas, exponencial e logaritmo, são de classe Ce. 


Seja f: I — R definida no intervalo I e n vezes derivável no ponto a € T. 
O polinômio de Taylor de ordem n da função f no ponto a é o polinômio 
p(h) = ao -- ash +- + anh” (de grau < n) cujas derivadas de ordem < n no 
ponto A = 0 coincidem com as derivadas.de mesma ordem de f no ponto a isto 
é p® (0) = fO(a)i=0,1,...,n. Ora, as derivadas p(9 (0), p'(0), . . . p (0) 
determinam de modo único o polinômio p(h) pois p(?(0) = ila;. Portanto, o 
polinômio de Taylor de ordem n da função f no ponto a é 


lt) = f(a) + faha EO... FAUD pn, 
! n 


Se p(h) é o polinômio de Taylor de ordem n da função f:I — R no ponto 
a € 1 então a função r(h) = f(a + h) — p(h), definida no intervalo J = (he 
R;a +h € I), é n vezes derivável no ponto 0 € J, com r(0) = r'(0) =... = 
v9 (0) = 0. 


Lema. Seja r:J — R n vezes derivável no ponto 0 € J. A fim 
de que seja r'?(0) = 0 para i = 0,1,.. 
suficiente que lim, |, r(h)/h^ « 0. 


 ,, é necessário e 


Demonstracáo: Suponhamos inicialmente que as derivadas de r no ponto 0 
sejam nulas até a ordem n. Para n — 1, isto significa que 
r(0) = r'(0) = 0. Então lim, .or(h)/h = lima ,o[r(h) — r(0)]/h = v'(0) = 0. 
Para n = 2, temos r(0) = r'(0) = r"(0) = 0. Pelo que acabamos de ver, 
isto implica limz.,or'(z)/z = 0. O Teorema do Valor Médio assegura que, 
para todo h + 0, existe z no intervalo de extremos 0 e h tal que r(h)/h? = 
[r(&) — r(0)]/h? = r'(2).h/h2 = r(x)/h. Por conseguinte, limpo r(A)/h? = 
lim, ,yr'(z)/h = lim, ;o[r'(z)/x](z/h) = 0 pois h — 0 implica z — 0 e, além 
disso, |z/h| S 1. O mesmo argumento permite passar de n = 2 para Re 3e 
assim por diante. Reciprocamente, suponhamos que lim, ,o7(h)/h” = 0. Daí 
resulta, para à = 0,1,...,n, que limpo r(h)/h* = lima ,o(r(A)/h?)h"-t = 0. 
Portanto r(0) = lim, ,or(h) = limpor(h)/hº = 0. Além disso, r'(0) = 
limpo r(h)/h = 0. Quanto a r"(0), consideremos a função auxiliar o: J > R 
definida por o(h) = r(A) — r“(0)h2/2. Evidentemente, vale v(0) = v'(0) É 
t" (0) = 0. Pela parte do lema já demonstrada segue-se que lim, o (h)/h2 = 0. 
Como (h)/h? = r(h)/h? —r"(0)/2 e sabemos que lim, o r(h)/h? = 0, resulta 


Secáo 1 Fórmula de Taylor 


que r"(0) = 0. O mesmo argumento permite passar de n = 2 para n = 3 e assim 
por diante. 


(Fórmula de Taylor infinitesimal.) Seja f:I — R n vezes de- 
rivável no ponto a € I. A função r:J — R, definida no 
intervalo J = {h € R;a +h € I} pela igualdade 


Teorema 1. 


farh = fit PG) bh EO ry P9 n n, 


cumpre limp ,9r(h)/h" =0. Reciprocamente, se p(h) é um polinômio de 
grau € n tal que r(h) = f(a + h) — p(h) cumpre limp ,jr(h)/h" = 0 então 
p(h) é o polinômio de Taylor de ordem n de f no ponto a, isto é, 


nog z 
p(h) ne 22 f Eu . hi. 

i=0 
Demonstração: A função r, definida pela fórmula de Taylor, é n vezes deriváve: 
no 0 e tem derivadas nulas nesse ponto, até a ordem n. Logo, 
pelo Lema, vale lim, o r(h)/h^? = 0. Reciprocamente, ser(h) = f(a--h)-p(h 
é tal que limr(A)/h” = 0 então, novamente pelo Lema, as derivadas de r no 
ponto 0 são nulas até a ordem n, logo p? (0) = f? (a) para i = 0,1,... ,n, ou 
seja, p(h) é o polinômio de Taylor de ordem n da função f no ponto a. 


Seja f:J > R n vezes derivável no ponto a € int], com 
fO (a) 2 0para1 <i « ne f? (a) 4 0. Sen é par então: f 
possui um mínimo local estrito no ponto a caso f( (a) > 0 e um máximo local 
estrito quando f"? (a) < 0. Se n é ímpar então a não é ponto de mínimo nem 
de máximo local. Com efeito, neste caso podemos escrever a fórmula de Taylor 
como 


Exemplo 2. 


rh) 
hn 

Pela definição de limite, existe 6 > O tal que, paraa +h e Z eO « |h| < ó 
a soma dentro dos colchetes tem o mesmo sinal de f™ (a). Como a € int 7, 
podemos tomar este ó de modo que |h| < 6 > a+h € I. Então, quando n é par 
e f"? (a) > 0, a diferença f(a + h) — f (a) é positiva sempre que 0 < |h| < 6, 
logo f possui um mínimo local estrito no ponto a. Analogâmente, se n é par e 
f? (a) < 0, a diferença f(a + h) — f (a) é negativa quando 0 < |h] < 6, logo 
f tem um máximo local no ponto a. Finalmente, se n é ímpar, o fator A” tem o 


(n) 
Feth- fami O, 


103 


mesmo sinal de A, logo a diferença f(a + h) — f(a) muda de sinal juntamente 
com h, logo f não tem máximo nem mínimo local no ponto a. 


Exemplo 3. (Novamente a Regra de L' Hôpital.) Sejam f, g: I — Rn vezes 


deriváveis no ponto a € 1, com derivadas nulas neste ponto até 
a ordem n — 1. Se g™ (a) £ 0 então 
in IO LPA 
v^eg(r) g(a) 
Com efeito, pela fórmula de Taylor, temos 


Fash = e 70 , 70) 


e 
ma) s(h) 
: doce) RAE pr] 
onde im r% = pa 2 = 0. Portanto 
fa) h 
dim LO tm f injznl m Fa) 
Pagle) h-og(a--h) hzo ga) | slh) T ga) 


n! An 


A fórmula de Taylor infinitesimal é assim chamada porque só afirma algo 
quando h — 0. A seguir daremos outra versão dessa fórmula, onde é feita uma 
estimativa do valor f (a.-- h) para h fixo. Ela é uma extensão do Teorema do Valor 
Médio, de Lagrange. Como naquele teorema, trata-se de um resultado global 
ma Th que f seja n vezes derivável em todos os pontos do intervalo 

aa +h). 


Teorema 2. (Fórmula de Taylor, com resto de Lagrange) Seja f:[a,0] >R 
: n vezes derivável no intervalo aberto (a,b), com f(n-0 
contínua em [a,b]. Existe c € (a, b) tal que 


FO) = Fa) t Pb- a). DO sna fa s 


(n — 1)! n! 


Pondo b — a + h, isto quer dizer que existe 0, com 0 < 0 < 1, tal que 


A (n—1) n, 
Fath) = f(a) - f'(a).h 4... QN 4 K dos 9h) pa 


Demonstração: Seja v: [a,b] — R definida por 
fe7D (a) na K n 
es i , n b 

ole) = 10) - fta) - f'G(6 - 2) mii 6-9"? = zs 
onde a constante K é escolhida de modo que (a) = 0. Então v é contínua em 

la, b), diferenciável em (a, b), com (a) = (b) = 0. Vê-se facilmente que 
K ~ SM (x) 
/ proie cias CA 

(x) = (n 1j 

Pelo Teorema de Rolle, existe c € (a,b) tal que q'(c) = 0. Isto significa que 
K = f™(c). O Teorema 2 se obtém fazendo x = a na definição de y e 
lembrando que (a) = 0. 


(b ES az) 


2. Funções convexas e cóncavas 


Sea z b, a reta que liga os pontos (a, A) e (b, B) no plano R? é o conjunto 
dos pontos (z, y) € R? tais que 


B-A 
y=A+ = (1-4) 
ou, equivalentemente, 
a gui 4g 
y b-a í 


Quando se tem uma função f:X — R, definida no conjunto X C R, e 
são dados a,b € X, o segmento de reta que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f (b), 
pertencentes ao gráfico de f, será chamado a secante ab. 
Seja I c R um intervalo. Uma função f: / — R chama-se convexa quando 
seu gráfico se situa abaixo de qualquer de suas secantes. Em termos precisos, a 
convexidade de f se exprime assim: 
a«z «bemlI => f(x) < paja O - 636.) 


ou seja: 


a«z «bemIo f(z) « f(b) - 10 - fe. gy, 
Portanto f:7 — R é convexa no intervalo T se, e somente se, valem as 
desigualdades fundamentais: 


aca«bena LUTO < f8)- f() SOS (o 
r-a b-a z-b 
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Qualquer uma das duas desigualdades acima implica a outra. Elas signifi- 
cam que, para a < z < b, a secante ax tem inclinação menor que a secante ab e 
esta, por sua vez, tem inclinação menor do que a secante xb. 

A 


f(b) 


ol-- —--4 —— -——--—- 


»— 
Fig. 5 
Teorema 3. Se f:I — R é convexa no intervalo I então existem as 
derivadas laterais f, (c) e f! (c) em todo ponto c € int T. 
Demonstracáo: 


Em virtude das observações feitas acima, a função pelz) = 
[f (x) — f(c)]/(a — c) é monótona não-decrescente no intervalo 
J = IN (c, +00). Além disso, como c € int 7, existe a € I, com a < c. Portanto 
pelz) > [f(a) — fie)l/(a — c), para todo z € J. Assim, a função qc: J — Ré 
limitada inferiormente. Logo existe o limite à direita fi (c) = lima c4 Pe(x). 
Raciocínio análogo para a derivada à esquerda. 


Corolário . Uma função convexa f:I > R é contínua em todo ponto 


interior ao intervalo I. 


Observe-se que f: [0,1] — R, definida por f(0) = 1e f(x) = 0se0 < z x 1, 
é convexa porém descontínua no ponto 0. 


Teorema 4. As seguintes afirmações sobre a função f: I — R, derivável 
no intervalo I, são equivalentes: 

(1) f é convexa. 

(2) A derivada f': I — R é monótona não-decrescente. 


(3) Para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a), ou seja, o 
gráfico de f está situado acima de qualquer de suas tangentes. 


Ovi 


Demonstração: Provaremos as implicações (1) > (2) > (3) = Q. 
(1) > (2). Sejam a < x < b em I. Nas desigualdades fun- 
damentais (+) fazendo primeiro z — a+, € depois x — b-, vem fila) < 


IFO) — Ho))/(— a) < FLO). Logo a < b f'(o) < PO). 


(2) = (3). Suponhamos a < x em J. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 
z € (a,x) tal que f(x) = f(a) + f'(x)(x-—a) Como f'é monótona Jo: 
decrescente, temos f'(2) > f'(a). Logo f(x) > Fla) + f'(a)(z — a). Raciocínio 
análogo no caso x < a. 


(3) = (1). Sejam a < c < bem I. Escrevamos (x) = f(c) + fc E ee 
chamemos de H = ((z,y) € R^;y > a(x)j o semi-plano superior determinado 
pela reta y = a(x), tangente ao gráfico de f no ponto (c; Fo) Evidentemente, 
H é um subconjunto convexo do plano, isto é, O segmento de reta que liga dois 
pontos quaisquer de H está contido em H. A hipótese (3) assegura que os 
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencem a H, logo o segmento de reta que une 
estes pontos está contido em H. Em particular, o ponto desse segmento que tem 
abcissa c pertence a H, isto é, tem ordenada > a(c) = f (c). Isto significa que 
f(d < fla) + £0) 0) (c — a). Como o < c < b são quaisquer em Ia e 
f é convexa. . 


Todo ponto crítico de uma função convexa é um ponto ce 
mínimo absoluto. 


Corolário 1. 


1 
1 
l 
1 
1 
l 


i 
i 
z a * 


2 dit da 
Fig. 6- A função f:R* — R, dada por f(x) = Sg + ġ é convexa. Seu ponto 
crítico z = 2 é um mínimo global. Seu gráfico situa-se acima de qualquer de suas 


tangentes. 


Com efeito, dizer que a € 1 é ponto crítico da função f:I — R significa 


f afirmar que f possui derivada igual a zero no ponto a. Se féconvexaea € T 


E vap. + 


é ponto crítico de f então a condição (3) acima assegura f(x) > f(a) para todo 
x € I, logo a é ponto de mínimo absoluto para f. 


Corolário 2. Uma função f:I — R, duas vezes derivável no intervalo I, 
é convexa se, e somente se, f"(x) 2 0 para todo x € I. 


Com efeito, /"(x) > 0 para todo x € I equivale a afirmar que f’: I — Ré 
monótona não-decrescente. 


Uma função f: T — R diz-se côncava quando — f é convexa, isto é, quando 
o gráfico de f está acima de qualquer de suas secantes. As desigualdades que 
caracterizam uma função côncava f são análogas a (*) acima, com > em lugar de 
<. Existem as derivadas laterais de uma função côncava em cada ponto interior 
ao seu domínio, logo a função é contínua nesse ponto. Uma função derivável é 
côncava se, e somente se, sua derivada é monótona não-crescente. Uma função 
duas vezes derivável é côncava se, e somente se, sua derivada segunda é < 0. 
Uma função derivável é côncava se, e somente se, seu gráfico está abaixo de 
qualquer de suas tangentes. Todo ponto crítico de uma função côncava é um 
ponto de máximo absoluto. 


Existem ainda as noções de função estritamente convexa e estritamente 
côncava , onde se exige que 


D 


acabe fa) < Has 10 G6... 


no caso convexo, com > em vez de « no caso côncavo. Isto evita que o gráfico 
de f possua trechos retilíneos. Convexidade estrita implica que f’ seja crescente 
mas não implica f(x) > 0 para todo x € I. Entretanto, f(x) > 0 para todo 
c € I = f crescente — f estritamente convexa. 


Exemplo 4. Para todo n € Na função f: — R, f(x) = z?^, é estritamente 

; convexa mas f” (x) = 2n(2n — 1).z7?"—? anula-se no ponto x = 
0. A função exponencial f(x) = e? 6 (estritamente) convexa, enquanto log x 
(para x > 0) é côncava. A função g: R — (0) — R, g(z) = 1/z, é côncava para 
z <0econvexa para x > 0. 


Os pontos z do intervalo [a,b] se escrevem, de modo único, sob a forma 
x = (1 — tja + tb, com 0 < t < 1. Com efeito, esta igualdade equivale a £ = 
(z—a)/(b— a). No segmento de reta que liga o ponto (a, f (a)) ao ponto (b, f (b)) 
no plano, o ponto de abcissa x = (1— t)a + tb tem ordenada (1 — t) f (a) - tf(b). 


Seção 2 "ULL ED et 
Portanto, uma função f: — R é convexa se, e somente se 
abelo<t<i=> ft1— 5o t0) € (. — t)f(a) + tf(b). 
Equivalentemente, f:I — Ré convexa se, € somente se, para quaisquer 
41,02 € 1 ets, to € [0 1] com ty + to = 1 tem-se 


f (tà + tado) € tif (01) + t2f (02). 


Sejam agora f:1 — R convexa, ananas € I e ti, ta ta € [0,1] com 
tı +t2 +t3 = 1. Afirmamos que 
f (Eia 4-202 + tous) < taf (a1) + 15 f (02) + ta fas). 


Com efeito, esta desigualdade é óbvia quando tı = t = 0 et, =1 
entretanto, ty + to Æ 0, podemos escrever 


Se, 


t; tz n , 
tras + todo + fads = (br + t2) ls Jp ntt «| bon 


Como 4 
ti rg c nde 
(ht)oh-1* EE E.G C | 
zes o caso já conhecido, em 


a desigualdade alegada resulta de aplicar-se duas ve 
que se têm duas parcelas. 
Analogamente, se f: — R é convexa então, dados a1,...,0n € Ie 
tr... otn € [0,1] com tr pod is vale 
Fla + tnan) € fio) n t faf (an). 


Este resultado, aplicado à função convexa f(x) exp T, com ti z to = 
=tn=1/n,m = 108 31,- - - On = log £n fornece, para quaisquer n números 
0. = in = 3 
reais positivos 21,... , $n. à desigualdade 
= Venet... em 


Qz1*32... 3n = 
cam m 
= n 


= f(tai ++ inan) 


< tifla) t ttn lan) 
en po en me tin 


$ 


ou seja: 
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Esta é a clássica desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica. 
Mais geralmente, o mesmo método serve para demonstrar a desigualdade 
gti qto ET xin E tigi foo +. inin, 


válida para números não-negativos £1, £2,... Tn, È ti, t2,... tm, com ty + 
t2 +- tin —1. A desigualdade anterior, entre a média aritmética e a média 
geométrica, corresponde ao caso particular em que t — ...— £4 21 /n. 


3. Aproximacóes Sucessivas e método de Newton 


Uma função f: X — R chama-se uma contração quando existe uma cons- 
tante k € [0, 1) tal que fy) — f(z) < kly — x] para quaisquer x,y c X. O 
exemplo mais comum de contração éuma função f: I — R, derivávelno intervalo 
Lcomif'(z) xk «1 para todo x € T. Evidentemente, toda contração é uma 
função uniformemente contínua. 


Teorema 5. (Ponto fixo das contrações.) Se X CR é fechado então toda 
contração f:X — X possui um único ponto fixo. Mais 
precisamente, fixando qualquer To € X, a següéncia das aproximações 
sucessivas 
i = fto), 22 = f(23),... na f (yn), ... 


converge para o único ponto a € X tal que f(a) — a. 


Demonstração: Seja |f(y) — f(z)| < kly — z| para quaisquer x,y € X, onde 

0 € k « 1. Então |£n41 — Tn) X kjrs — zn] logo, pelo Teste 
de d' Alembert, a série s — n= n — En) é absolutamente convergente. Ora, 
a soma dos n primeiros termos desta série é Sn = Tn — To. De lim sn = s segue- 
se lim €n = $--zo = a. Tem-sea e X porque o conjunto X é fechado. Fazendo 
n — conaigualdade Zn}; = (En), como f é contínua, obtem-se a = f(a). 
Finalmente, se f(a) = ae Sb) = b então [b - a( = |f (b) — f(a)| < kjb — al, ou 
seja, (1  k))b —a| < 0. Como 1 — k > 0, concluímos que a = b, logo o ponto 
fixo a € X é único. 


Exemplo5.. A função f:R — R, dada por f(x) = 1 +22, não possui 

ponto fixo pois f(z) > x para todo z € R. Sua derivada 
P'(z) = 0/22 FT cumpre [f'(z)| < 1, logo tem-se | f(y) — f(z)| < ly — «| 
para quaisquer z,y € R. Este exemplo mostra que a condição IF) - f(z)| « 
[y = z| sozinha não basta para se obter um ponto fixo. 


Seção 3 Aproximações sucessivas e método de Newton 
ecá 


Exemplo 6. A função f:[1,--oo) — R, dada por f(x) = x/2, é uma contra- 
ção mas não possui ponto fixo a € [1, +00). Isto mostra que, 

no método das aproximações sucessivas, é essencial verificar que a condição 

F(X) C X é satisfeita. Neste exemplo, não se tem f([1,+00)) C [1, +00). 


Exemplo 7. f:(0,1) — (0,1), dada por f(x) = x/2, tem derivada f'(x) = 
1/2 mas não possui ponto fixo pois (0, 1) não é fechado. 


Um exemplo importante de aproximações sucessivas é o chamado método 
de Newton para a obtencáo de valores aproximados de uma P Reus 
f(x) = 0. Neste método, tem-se uma função f: 7 — R, de classe G no intervalo 
I, com f'(x) Æ 0 para todo x € I, toma-se um valor inicial zo, põe-se 


Do 400) 
Tı = To Fay 


f(z:) 


WC P 


Han) 


Tn = Zn as Fgm) etc. 


Se a segiiência (Zn) convergir, seu limite a será uma raiz da equação f(x) = 0 
pois, fazendo n — oo na igualdade 


f(zn) 


Tn+1 = Xn — Flan)’ 


resulta a = a — f (a)/ f'(a), donde f(a) = 0. ] 
O método de Newton resulta da observação de que as raízes da equação 

f(x) = O são os pontos fixos da função N = Np: I — R, definida por 

) 


acide ater 


S 
S 


— 


O número N(z) = z — f(z)/ f'(x) éa abscissa do ponto em que a tangente 
ao gráfico de f no ponto x encontra o eixo horizontal. A idéia que motiva ð 
método de Newton é que, se a tangente aproxima a curva então Bus interseção 
com o eixo z aproxima o ponto de interseção da curva com esse eixo, isto é, o 


PER 


ponto x em que f(x) = 0. 


y=f(x) 


fiaa) 


tix) 


Fig. 7 - Como a inclinação da tangente é f'(o) = f(xo)/(zo — z1), 


$1 = 29 — f(20)/f (xo). 


Segue-se que 


| E fácil dar exemplos em que a seqüéncia (€n) de aproximações de Newton 
não converge: basta tomar uma função, como f(x) = e”, que não assuma o 


valor zero. E, mesmo que a equação f z) = 0 tenha uma raiz real, a segiiência 
(zm) pode divergir, caso xo seja tomado longe da raiz. 


i 


E iuc 


T 
I 
f 
| 
1 
E) 
| 
1 


Fig. 8- A função f:[-1/2,1/2] — R, dada por F(z) = x — 2º, anula-se para 
æ = 0. Valores aproximados desta raiz pelo método de Newton, começando com 


zo = v5 /5, são sucessivamente To, —T0, 29, —z9, etc. O método não converge. 


Existem, evidentemente, infinitas funções cujos pontos fixos são as raízes 
da equação f(x) = 0. A importância de N(x) reside na rapidez com que as 
aproximações sucessivas convergem para a raiz a da equação f(x) = 0 (quando 
convergem): cada 24,1 = N (£n) é um valor aproximado de a com cerca do 
dobro dos algarismos decimais exatos de zn. (Veja Exemplo 9.) 


Mostraremos agora que se f:1 — R possui derivada segunda contínua 
f[":I — R, com f(x) O para todo x € 7, então cada ponto a € int 1 onde 
f(a) = 0 tem uma vizinhança J = [a — 6, a--6] tal que, começando com qualquer 
valor inicial xo € J, a seqüéncia de pontos zm) = N (£n) converge para a. 


Com efeito, a derivada N'(x) = f (x) f"(z)/ f'(x)? se anula no ponto x = a. 
Como N'(x) é contínua, se fixarmos arbitrariamente k € (0, 1) obteremos é > 0 
tal que J = [a - 6a + ô] c T e |N'(z)| < k < 1 para todo x € J. Afirmamos 
que z € J 2 N(x) e J. De fato, z € J > |N(z) - N(a)) € klz—-a| € 
|r—a| x 6 2 N(x) e J. Portanto, N:J — J é uma contração. Logo a 
seqü&ncia xı = N (z0), ny = N (zn) converge para o único ponto fixo a € J 
da contração N. 


Exemplo 8. (Cálculo aproximado de X/c.) Dados c > 0 e n € N, conside- 
remos o intervalo / = | Yc, +00) e a função f:7 — R, dada 
por f(x) = x” — e. Como f'(x) = nz^-!, a função de Newton N:I > R 
assume a forma N(x) = i[(n — 1)z + c/z"-!| Assim, para todo x > 0, 
N(x) é a média aritmética dos n números z,z,... 2, c/z"-1. Como a média 
geométrica desses números é %/€, concluímos que N(x) > Wc para todo x > 0. 
Em particular, x € I > N(x) € I. Além disso, Nx) = 21(1 — c/z*), logo 
0 < N'(z) < (n — 1)/n para todo x € I. Tudo isto mostra que N: f — I é uma 
contração. Portanto, tomando-se qualquer xo > 0, temos N(xo) = xı € T e as 
aproximações sucessivas x, ,1 = N (£n) convergem (rapidamente) para Yc. 


Exemplo 9. (O método de Newton converge quadraticamente.) Considere 
f:I — R de classe C? no intervalo Z, com |f"(x)) € A e 

|/'(z)| > B para todo z € 7, onde A e B são constantes positivas. Vimos 

acima que, tomando a aproximação inicial zo suficientemente próxima de um 

ponto a onde f(a) = 0, a sequência de aproximações de Newton zs, = ty, 

f (2)/ f'(z5) converge para a. Agora usaremos o Teorema 2 para estabelecer 

uma comparação entre os erros |zn41 — q] e |En — a]. Existe um número d entre 


vap. 3 
a € Tn, tal que 


0= f(a) = flen) + f) cm) + ED a- mm)? 


Então 


Penim — Ham) - Fama = T Da, a. 
Dividindo por f'(z4) obtemos: l 
fex) 20 P 


8 — yan - a) 


"O BG ?-2B í 
Flan) 2f(an) 
isto é, 
“(d) 
Tny à = Du (zs -— ay 
n+l 2f (4) (Zn — a. 
Daí vem imediatamente |n41 — a] < Alen — a|’. Quando |z4-a| < L o 
quadrado |z; — al? é muito menor, o que exibe a rapidez de convergéncia no 
método de Newton. Por exemplo, se f(x) = z” — c temos 
"td dr—2 E 
2O i Dad <7 a 
f (zy) 2%, 23k 
Portanto, para calcular t/C, onde c > 1, podemos começar com zo > 1 e tere- 
E 2 j 
mos sempre |y, — We] < “xy — We]. Para n < 3 vem lZk + Vel € 
[zy — Vc| . Logo, se Ty tem p algarismos decimais exatos, Vy, tem 2p. 


4. Exercícios 


Seção 1: Fórmula de Taylor 


l. Use a igualdade 1/0—-z)21-4z4.. Ea" pa" /(1 — z) e a fórmula de 
Taylor infinitesimal para calcular as derivadas Sucessivas, no ponto z — 0, 
da função f: (—1, 1) > R, dada por f(x) = 1/( — z). 

2. Seja f:R — R definida por f(x) = 2º/(1 + zê). Calcule as derivadas de 
ordem 2001 e 2003 de f no ponto z = 0. 


3. Seja f: I — R de classe C? no intervalo T. Suponha que exista K > 0 tal 
que |f? (z)| < K para todo z € I e todo n EN. Prove que, para zo,z € T 
quaisquer vale f(x) = zo £0 (y — to)". 


4. Dê uma demonstração de que f” > 0 => f convexa usando a fórmula de 
Taylor com resto de Lagrange. 


— A andi 


5. Seja f: > R de classe C? no intervalo T. Dado a € I, defina a função 
q:I > R pondo (x) = (f(z) — f(a))/(z — a) sez s a e v(a) = f'(a). 
Prove que «p é de classe C?. Mostre que f € C? > o € C?. 


6. Seja p:R — R um polinômio de grau n. Prove que para a, z € R quaisquer 
tem-se 


(n) 
c (a) z-a). 
n! 


p(z) = pla) + p'(a)(z — a) +- 


7. Sejam f, g: 1 — R duas vezes deriváveis no ponto a € int T. Se f(a) = gla), 
f'(a) = g'(a) e f(x) > g(x) para todo z € T, prove que f” (a) > g” (a). 


Seção 2: Funções côncavas e convexas 


1. Sejam f: I > R eg: J — R funções convexas, com f(T) C J, e g monótona 
não-decrescente. Prove que go f: 1 — R é convexa. Dê outra demonstração 
supondo f e g duas vezes deriváveis. Por meio de um exemplo, mostre que 
se g não é monótona não-decrescente o resultado pode não ser válido. 


2. Se f: 1 — R possui um ponto crítico não degenerado c € int 7 no qual f” é 
contínua, prove que existe ô > O tal que f é convexa ou côncava no intervalo 
(c- 6,c 4 ô). 

3. Examine a convexidade da soma e do produto de duas funções convexas. 


4. Uma função f:7 — R, definida.no intervalo T, chama-se quase-convexa 
(respectivamente, quase-cóncava ) quando, para todo c € R, o conjunto 
{z € f(x) < c) (respectivamente, {x € T; f(x) > c)) é vazio ou é um 
intervalo. Prove que toda função convexa (respectivamente, côncava) é 
quase-convexa(respectivamente, quase-cóncava) e que toda função monó- 
tona é ao mesmo tempo quase-convexa e quase-côncava. 


5. Prove que f:[ — R é quase-convexa se, e somente se, para x,y € Te 
t € [0,1] quaisquer, vale /((1 — t)z + ty) € max{ f(x), f(y)). Enuncie o 
resultado análogo para f quase-cóncava. 


6. Seja f: [a,b] — R uma função contínua quase-convexa, cujo valor mínimo 
é atingido no ponto c € [a,b]. Prove que se c = a então f é monótona 
não-decrescente, se c = b, f é monótona não-crescente e, finalmente, se 
a « c « bentão f é monótona não-crescente em |a, c] e não-decrescente 
em [c, b]. Enuncie resultado análogo para f quase-cóncava. Conclua daí 
que a função contínua f: [a, b] — R é quase-convexa se, e somente se, existe 


ce [a,b] tal que f é monótona não-crescente no intervalo [a, c] e monótona 
não-decrescente em [c, b]. 


7. Para cada n € N, seja fn: I — R uma função convexa. Suponha que, para 
todo z € T, aseqüéncia de números (fn (x))nen convirja. Prove que afunção 
as > R, definida por f(x) = limpe fn(x) é convexa. Prove resultado 
análogo para fungóes quase-convexas, côncavas e, quase-côncavas. 


8. Seja f: [a,b] z R uma função contínua convexa tal que f(a) < 0 < f(b). 
Prove que existe um único ponto c € (a,b) com f(e) =0. 


Seção 3: Aproximações sucessivas e método de Newton 


I. Sejam 1 = [a—6,a-- 6|] e f:I — Rtal que |f(y) — f(x)| < kly — x], onde 
O<xk<1. Self(a)-al<(1- kJô, prove que existe um único LE 1 com 
fa) =. 

2. Defina f:J0, +00) — [9, +00) pondo f(x) = 2-2/2. Mostre que f é uma 
qo € que, se a é seu ponto fixo, —a é a raiz negativa da equação 
t^ = 2º, Use o método das aproximações sucessivas e uma calculadora 
para obter o valor de a com 8 algarismos decimais exatos. 


o 


. Seja I - la —6,a +6]. Se a função f:I 5 R é de classe C?, com f(z) £0 
|f (z)f£ FE] < k < 1 paratodoge Ie |Ha)/F(a)| < 1- 138 
prove que, seja qual for o valor inicial x; € T, o método de Newton converge 
para a única raiz x € I da equação f(x) = 0. 

4. Dado a > 1, considere a função f: [0, +00) > R, dada por f(x) = 1/(a+2). 

Fixado qualquer zo > 0, prove que a seqüéncia definida indutivamente por 
m = f(zo)... ny = f (2n). converge para a raiz positiva c da equação 
T° +ag —1-— 0. (Cfr. Exercício 3.6, Capítulo 3.) 
S. Prove que 1, 0754éum valor aproximado, com 4 algarismos decimais exatos 
da raiz positiva da equação zë +. 6x — 8 = 0, 
6. Seja f:[a, 5] — R convexa, duas vezes derivável. Se f(a) < 0 < f (b) prove 
que, começando com um ponto zs € [a, b] tal que f (15) > 0, o método de 
Newton converge sempre para a única raiz z c la, b] da equação f (x) — 0. 
7. Prove. que as aproximações de yc dadas pelo método de.Newton formam 
a partir do segundo termo, uma segiiência descrescente. ' 
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A integral 
de Riemann 


As noções de derivada e integral constituem o par de conceitos mais importantes 
da Análise. Enquanto a derivada corresponde à noção geométrica de tangente e 
à idéia física de velocidade, a integral está associada à noção geométrica de área 
e à idéia física de trabalho. É um fato notável e de suma importância que essas 
duas noções, aparentemente tão diversas, estejam intimamente ligadas. 


1. Revisão sobre supe inf 


Demonstraremos aqui alguns resultados elementares sobre supremos e ín- 
fimos de conjuntos de números reais, para uso imediato. 


Dada uma função limitada f: X — R, lembremos que sup f = sup f(X) = 
sup(f(z); z € X) einf f = inf f(X) = inf(f(z);z € X}. Todos os conjuntos a 
seguir mencionados são não-vazios. 


Lema 1. Sejam A, B C R tais que, para todo x € A e todo y € B se 

tenha x < y. Então sup A < inf B. A fim de ser sup Å = 
inf B é necessário e suficiente que, para todo £ > 0 dado, existam x € A e 
veBcomy-g<e. 


Demonstração: Todo y € B é cota superior de A, logo sup À x y. Isto mostra 

que sup 4 é cota inferior de B, portanto sup À < inf B. Se valer 
a desigualdade estrita sup Á < inf B então € = inf B - sup A > 0ey-z 2€ 
para quaisquer x € A, y € B. Reciprocamente, se sup 4 = inf B então, para 
todo £ > 0 dado, sup 4 — £/2 não é cota superior de A e inf B + €/2 não é cota 
inferior de B, logo existem x € Ae y € B tais que sup A — £€/2 < z < sup Á = 
inf B € y < inf B + 2/2. Segue-se que y — z < €. i 


Lema 2. Sejam A, B CR conjuntos limitados e c € R. São também 

limitados os conjuntos A + B = {z +yz € Ay € B} 
e c. A = (czx;z € A}. Além disso, tem-se sup(A + B) = sup A + sup B, 
inf(A +B) = inf A+inf B esup(c.A) = c. sup À, inf(c. A) = c. inf À, caso seja 
c>0. Sec « 0 então sup(c.4) — c.inf A e inf(c.A) = c. sup A. 


Demonstração: Pondoa = sup A e b = sup B, para todo z € A e todo y € B 
tem-se z < a, y < b, logo r +y < a 4- b. Portanto, a + b é cota 


superior de A + B. Além disso, dado € > 0, existem £ € Ae y € B tais que 


a=E/2<reb—=eE/2 <y, donde a -- b — € « z +y. Isto mostra que a + bé 
à menor cota superior de À + B, ou seja, que sup( A + B) = sup A+ supB. A 
igualdade sup(c. A) = c. sup A é óbviasec = 0. Se c > 0, dado qualquer z € A 
tem-se x < a, logo cz < ca. Portanto ca é cota superior do conjunto c. A. Além 
disso, dado qualquer número d menor do que ca, temos d/c < a, logo existe 
z € Atal que d/c « x. Segue-se que d < cx. Isto mostra que c.a é a menor cota 
superior de c. À, ou seja, que sup(c. A) = c. sup A. Os casos restantes enunciados 
no lema são provados de modo análogo. 


Corolário. © Sejam f,g: X 5 R funções limitadas. Para todo c € R são 

limitadas as funções f +g, cf: X — R. Tem-se além disso, 
sup(f +g) € sup f + supg, inf(f +9) 2 inf f + inf g, sup(cf) = c.sup f, e 
inf(cf) = c.inff quando c > 0. Caso c < 0, tem-se sup(cf) = c.inf f e 
inf(cf) — c.sup f. 


Com efeito, sejan A — f(X), B — 9(X), C = (f  g(X) = (f(x) + 
9(z);x e X}. Evidentemente C C A + B, logo sup(f + g) = supC < sup(A + 
B).— sup Á + sup B = sup f + supg. Além disso, sup(cf) = sup(c.f(x);x € 
X} = sup(cA) = c.sup A, quando c > 0. Os demais casos enunciados no 
corolário se provam de modo análogo. 


Observacáo. Pode-se ter efetivamente sup( f + 9) < sup f + supg e inf(f + 
9) > inf f +infg. Basta tomar f, g: [0,1] > R, f(z) = xe 
g(z) = —x. ; 


Lema 3. Dada f:X — R limitada, sejam m = inf J, M =supfe 
w=M — m. Então w = sup(lf (x) - f(y);m,y € X). 


Demonstração: Dados x,y c X arbitrários, para fixar idéias seja f(x) > f(y). 
Então m < f(y) < f(x) « M, donde |f(x) — f(y)| < 


tni =w. Por outro lado, para todo € > 0 dado podemos achar x, y € X tais que 
f(x) » M —ef2e f(y)<m+e/2. Então 

FE- fü)| z fi) - fg)» M-m-ezw-e. 
Assim, w é a menor das cotas superiores do conjunto {|f (x) — f(y); x,y e X}, 
0 que prova o lema. 


Lema 4. Sejam A' C A e B' c B conjuntos limitados de números 
reais. Se, para cada a € A e cada b € B existem a' € A' e 
b! € B' tais que a x a' eb < b, então sup A’ = sup A e inf B' = inf B. 


Demonstração: Evidentemente, sup A é uma cota superior de A’. Além disso, - 
se c < sup Á existe a € A com c < a, logo existe a^ € A' 
com c < à <a, portanto c não é cota superior de A’. Assim, sup À é a menor 
cota superior de A’, isto é, sup À = sup 4”. Um raciocínio análogo demonstra o 
resultado para inf B e inf B’. 


2. Integral de Riemann 


Uma partição do intervalo [a, b] é um subconjunto finito de pontos P = 
{to; t1; --- tn} C [@, b] tal que a € P ebe P. A notação será sempre usada de 
modo que à = to < tı < -- < tn = b. O intervalo t; ,,t;], de comprimento 
ti — t; ,, será chamado o i-ésimo intervalo da partição P. Evidentemente, 
Ma tia) =b- a. 

Sejam P e Q partições do intervalo (a; b]. Diz-se que Q refina P quando 
P C Q. A maneira mais simples de refinar uma partição é acrescentar-lhe um 
ünico ponto. 

Dada uma função limitada f: [a, b] — IR, usaremos as notações 


m = inf{f (z); x € lab) 


M = sup{f (x); x € [a,b]}. 
Em particular, temos m < f (x) < M para todo x € [a,b]. Se P = (to,ti,... ptn} 
é uma partição de [a,b], as notações m; = inf{f (£); t; S x € tj Mi = 
sup(f(z);t;, < v < t) e wi = Mj — m indicarão o infimo, o supremo e a 
oscilação de f(x) no i-ésimo intervalo de P. Quando f é contínua, m; e M; 
são valores-efetivamente assumidos por f em [t;.,,t;]. Em particular, neste caso 
existem z;, y; € [tyit] tais que o; = |F (yi) - f (e)l. 


A soma inferior de f relativamente à partição P é o número 


s(fiP)- fü (b — 9) +. +ma(tn — tn-1) = SE - a). 
i=1 


A soma superior de f relativamente à partição P é, por definição 


SUP) = Mı (tı — to) + o + Malta ~ tra) Eni Siak 


i=1 


Evidentemente, m(b — a) < s(f;P) < S(F;P)< M j 
E ente, < ;P)< ;P) € M(b — a) seja qual fe 
partição P. Além disso, S(f; P) - s(f; P) = MES ti). EE 


Quando f estiver clara no contexto, pode-se escrever simplesmente s(P)e 
S(P) em vez de s(f; P) e S(f; P) respectivamente. 


Fig. 9 — A soma inferior e a soma Superior. 


i No caso em que f(x) > 0 para todo z € (a, b], os números s(f; P) e S(f;P) 
são valores aproximados, respectivamente por falta e por excesso, da frea da 
região limitada pelo gráfico de f, pelo intervalo [a, b) , 
pelas verticais levantadas nos pontos a e b desse eixo. 
todo x € [a,b], 
trocado. 


do eixo das abscissas e 


F Quando f(x) < 0 para 
essas somas são valores aproximados de tal área, com o sinal 


A integral inferior e a integral s. 


a uperior da função limitada f: [a,b 
são definidas, respectivamente, por E 


b 7» 
[fis = pst Py fo Fede = irs P), 


— — Ju dnd cand 


O sup e O inf sendo tomados relativamente a todas as partições P do intervalo 
[a b]. 


Teorema 1. Quando se refina uma partição, a soma inferior não dimi- 
nui e a soma superior não aumenta. Ou seja: P C Q = 


s(f; P) S s(5Q) e S(5Q) € S(f; P). 


Demonstração: Suponhamos inicialmente que a partição Q = PU {r} resulte 

de P pelo acréscimo de um único ponto r, digamos comt;.., < 
r « t5. Sejam m e m" respectivamente os ínfimos de f nos intervalos [t; 4,7] 
e [r,t;]. Evidentemente, m; X m', mj € m" etj —t; 4 = (t5-r)* (r-ti 3). 
Portanto 


HBO) - s(f, P) =m" (tj =r) -m(r-tj 4) mt; t5) 
= (m" — mj)(t5 — 7) + (M - mr 154) 2 0. 


Para obter o resultado geral, onde Q resulta de P pelo acréscimo de k pontos, 
usa-se k vezes o que acabamos de provar. Analogamente, P c Q => S(f;Q)x 


S(f: P). 


Corolário 1. Para quaisquer partições P, Q do intervalo (a, b] e qualquer 
função limitada f:ja,b] —^ R tem-se s(f; P) < S(fiQ). 


Com efeito, a partição PU Q refina simultaneamente P e Q, logo s(f; P) < 


s(f;PuQ < SF; PUQ) < S059). 


Corolário 2. Dada f:[o,b] 2 R, se m x f(x) € M para todo x € [a,b 
então 


b 70 
mb - a) € J fedr < D f(z)dz < M(b — a). 


Com efeito, as desigualdades externas são óbvias e a do meio resulta do 
Corolário 1 e do Lema 1. 


Corolário 3. Seja Fo uma partição de [a,b]. Se considerarmos as so- 
mas s(f; P) e S(f; P) apenas relativas às partições P que 
refinam Po, obteremos os mesmos valores para f f(z)dz e D Fade: 


Com efeito, basta combinar o Teorema 1 e o Lema 4. 


Uma função limitada f: [a,b] — R diz-se integrável quando sua integral 
inferior e sua integral superior são iguais. Esse valor comum chama-se a integral 
(de Riemann) de f e é indicado por E fdz. 


No símbolo fÈ f(z)de, x é o que se chama uma “variável muda”, isto é, 


fe æde = fË F(y)dy = f? F(t)dt etc. 


Às vezes prefere-se a notação mais simples Pa f. A justificativa para a 
notacáo mais complicada será vista no Teorema 2, Capítulo 11. 


Quando f é integrável, sua integral f 2 f(z)dz é o número real cujas apro- 
ximações por falta são as somas inferiores s(f; P) e cujas aproximações por ex- 
cesso são as somas superiores S( f; P). O Teorema 1 diz que essas aproximações 
melhoram quando se refina a partição P. Geometricamente, quando f(x) > 0 
para todo z € [a, b), a existência de f ji f (x)dz significa que a região limitada pelo 
gráfico de f, pelo segmento [a, b] do eixo das abcissas e pelas verticais levantadas 
pelos pontos a e b é mensurável (isto é, possui área) e o valor da integral é, por 
definição, a área dessa região. No caso geral, tem-se a área externa T f(x)dze 


a área interna fè f(x)dx, que podem ser diferentes, como veremos agora. 


Exemplo 1. Seja f: [a,b] > R definida por f(x) = 0 se g éracionale fla) = 

1 quando z é irracional. Dada uma partição arbitrária P, como 
cada intervalo [L; ,,t;] contém números racionais e irracionais, temos m; = 0 e 
M; = 1, logo s(f; P) 20e S(fiP)-— b—a. Assim, f não é integrável, pois 
do f dz — 0e J? f(s)ds - b-a 


Exemplo 2. Seja f:[a,b] — R constante, f(x) = c para todo z c la, b]. 
Então, seja qual for a partição P, temos m, = M; = cem todos 
Os intervalos, logo s(f; P) = S(f;P) = c(b— a). Assim f é integrável, com 
b b T 
Ja f ()dz = [7 f(z)dz = JË f(z)dz = c(b — a). 


Teorema 2. (Condição imediata de integrabilidade.) Seja f: [a,b] > R limi- 
tada. As seguintes afirmações são equivalentes: 
(1) f é integrável. 


(2) Para todo € 0, existem partições P, Q de Ja, b] tais que S(fiQ)- 
s(fi P) « e. : 


(3) Para todo € > 0, existe uma partição P = fto,... ,t4) de [a,b] tal 


que Sf; P) - (f; P) = ia olti- tia) <E 


Demonstração: Sejam A o conjunto das somas inferiores e B o conjunto das 

somas superiores de f. Pelo Corolário 1 do Teorema 1, tem-se 
s X S para toda s € A e toda S € B. Supondo (1), vale sup A = inf B. Logo, 
pelo Lema 1, podemos concluir que (1) = (2). Para provar que (2) => (3) basta 
Observar que se $(f; Q) — s(f; P) < £ então, como a partição P = PUQ refina 
“ambas P e Q, segue-se do Teorema 1 que s(f; P) < sf Fo) € S(fiPy) < 
S(f; Q), donde se conclui que S(f; Po) — s(f; P.) < e. Finalmente, (3) > (1) 
pelo Lema 1. 


Exemplo 3. Seja f:[a, b] — R definida por f (2) ee quando a 2<b É 

f(e) = A. Afirmamos que f é integrável, com fy f(x)dz = 
c(b — a). Para fixar idéias, suponhamos c < 4. Então, dada uma partição 
qualquer P = (to;ti,... jin) temos mı = c, M; = A e m; Mi i c para 
1 « i € n. Portanto $(f; P) — s(f; P) = (A-e)(ty — to). Dado arbitrariamente 
E> 0, tomamos uma partição P com ty — to < &/(À — c) e obtemos S(f; P) — 
s(f;P) < e. Logo f é integrável. Além disso, como s(f; P) = c(b — a) para 
toda partição P, temos 


b 
f fis = (o = a). 
Ja 
Mas, sendo f integrável, resulta que 
b b 
] fode = [ fedis = e a) 
a Ja 


Evidentemente, um resultado análogo vale quando f(x) = c para z € [a, b), ou 
quando f(x) = c para todo x € (a, b). 


3. Propriedades da integral 


"Teorema 3. Seja a « c « b. A função limitada f:(a, b] 5 R é integrável 
se, e somente se, suas restrições f|[a,c] e flle, b] são in- 
tegráveis. No caso afirmativo, tem-se J? f(z)dz = m Hajda + fẹ f (z)dz. 


Demonstração: Sejam Ae B respectivamente os conjuntos das Somas inferiores 

de f|[a, c] e f|[c, 5]. Vê-se facilmente que A + B é o conjunto 
das somas inferiores de f relativamente às partições de [a, b] que contêm o ponto 
c. Pelo Corolário 3 do Teorema 1, ao calcular a integral inferior de f, basta 
considerar as partições desse tipo, pois elas são as que refinam P) = (a, c, b}. 


ETR a PR II NON UR NUN. à dos! e On A 


Pelo Lema 2, 


b Es b 
J fes = uA + B) = eA esp B = f feas + | f(z)dz 


Analogamente se mostra que 


[tod = [toi + f "Hyde 
re. j5 d. s [^ | d F [^ 


Como as duas parcelas dentro dos parênteses são > 0, sua soma é zero se, e 
somente se, elas são ambas nulas. Assim, f é integrável se, e somente se, 
suas restrições f|[a,c] e f|[c, b] o são. No caso afirmativo, vale a igualdade 


Dre 


Logo 


Exemplo 4. Diz-se que f:[o,0] — R é uma função-escada quando exis- 
tem uma partição P = [1o,... , £4) de [a,b] e números reais 
c1,--- »Cn tais que f(x) = c; quando t£; , < x < t;. (Note-se que nada se diz 


sobre os valores f(t;).) En se do Teorema 3 e do Exemplo 3 que toda função 


zz = Yet ti 1) 


escada é integrável e PF 5 


Convenção, A igualdade T z)dz = fr f(z)dz + É F(a)da faz sentido 
apenas quando a « c « b. A fim de torná-la MR sejam 
quais forem a, b, c € R, faremos duas Pu que seráo uu doravante. 
Primeira: f; f(x)dz = 0. Segunda: F o f(z)da = — fp f(z)dz. Aceitas estas 
convenções, vale para toda função RE / aigualdade a Para verificá- 
la, há seis possibilidades a considerar: a x b <ca<c<bb<a<s<o 
b<e<xac<xa<bec<b<a. Em cada caso, basta admitir a integrabilidade 
de f no intervalo maior. 


“Teorema 4. Sejam f, g: |a, b] — R integráveis. Então: 


(1) A soma f + g é integrável e 


b b ob 
] f eos = f foda + | leão 


(2) O produto f.g é integrável. Se c €R, s c.f(x)dz = c. ÉF z)dz. 
(3) Se 0 < k < |g(z)| para todo x € [a,b] então o quociente figé 
integrável. 
(4) Se f(x) € g(x) para todo « € [a,b] então È f(z)da < fe g(z)dz. 
(5) |f| é integrável e | f Hajdal < fÊ? f(z)ldz. 
Demonstração: Dada uma partição arbitrária P de la, b]; se indicarmos com 
m; m; e mj respectivamente os ínfimos de f,g e f +g no 
i-ésimo intervalo de P, teremos m; + m7 < mi, pelo Corolário do Lema 2, logo 
s(f; P) s(g; P) < s(f gi P) < [2 9) para toda partição P. Se tomarmos 
duas partições P e Q teremos ainda 


b 
s(f:P) + s(g;Q) < s(f;PUQ) s; PUQ)< i 9. 
Por conseguinte, 


b b À 
Lote f arp Prep m 


b 
= sap[s( f; P) + s(g;Q) < f (9. 
PQ La 


Isto prova a primeira das desigualdades abaixo. A terceira se demonstra de modo 
análogo e a segunda é óbvia: 


[rs [os [aos ['avas fre fo 


Quando f e g são integráveis, as trés desigualdades se reduzem a igualdades, 
o que prova (1). 
(2) Seja K tal que JG < K e|g(x)| € K para todo x € [a,b]. Dada uma 
partição P, sejam wi, w € w; respectivamente as oscilações de f, g e f.g no 
i-ésimo intervalo rr i. Para quaisquer z, y € [t;. 1,t;] temos: 


AIU) — F-E = KE) — f(0)9() + f()(9() — g) 
< |f) - fG)llgQ) + IEE) — se)! 
<K(wi tw). 


Daí 5^ wi(t; tia) x K. D wlt ti ) E 32$ (ti — tj .4)]. A integrabilidade 
de f.g segue-se então da integrabilidade de f € g, pelo Teorema 2. Quanto a cf, 
sua integrabilidade resulta do que acabamos de provar. Além disso, se c L0, 
temos s(cf; P) = c.s(f; P) para toda partição P, donde, pelo Lema 2, 


[t-f esef teft 


Caso c < 0, temos s(cf; P) = c.S(f P), logo f?cf = [cf - c. Jf - c fè f. 


(3) Como f/g = f.(1/g), basta provar que 1/g é integrável se g é integrável e 
0 < k < |g(z)| para todo x € [a,b]. Indiquemos com c; e w; respectivamente 
as oscilações de g e 1/g no i-ésimo intervalo de uma partigão P. Dado € > 0, 
“podemos tomar P de modo que D wi(t; — 6.5) < e.K?. Para quaisquer z, y no 
i-ésimo intervalo de P tem-se 


lac lo de(2)-9) wi 
9() (x) lang) ^ ke 


portanto w; < w;/k?. Segue-se que Built; —t; 1) < e logo 1/g é integrável. 
(4) Se Hz) < g(x) para todo z € la, E então s(f; E) < s(g; P) e S(f; P) x 
S(g; P) para toda partição P, donde Pa z)dz < s g(ajda. 


(5) A desigualdade evidente ||f()| — |f(z)]| < IF) — f(x)| mostra que a 
oscilação de | f| em qualquer conjunto não supera a de f. Logo, f integrável > |f| 
integrável. Além disso, como -|f(z)| € f(x) < | (x)| para todo z € (a, b], re- 


sulta de-(4) que 
b b b 
= f |f(a)lda < É fede < f iftos, 


ou seja, [fz f(x)de| < f? lf(a)ldo. 


Corolário. Se f: [a,b] — R é integrável e|f(z)| < K para todo z € la, b 
então I f(x) Jda] <K(b-a). 

Observação. Se uma função integrável f: [a,b] > R é tal que f(x) > 0 para 

todo z € [a,b] então T? a f(x)dx 2 0. Isto resulta de (4) acima. 

Mas é possível ter f(x) > 0 para todo z € [a b], com RA a)dsx = 0 sem que 

f identicamente nula. Basta tomar f(x) = 1 num conjunto finito de pontos 

em [a,b] e f(x) = 0 nos pontos de [a, b] fora de conjunto finito. Pelo Exemplo 


mac RSEN AN cio NUR MEDIE ORER SCR UN nn Pta so Y CREE conto 


4, f é integrável e sua integral e é zero. Entretanto, se f é contínua e f(x) > 0 
para todo z € [a,b] então PK x)dz = 0 implica f identicamente nula. Com 
tfeito, se existisse algum ponto zo € [a,b] onde f(zo) = c > 0, existiria um 
intervalo [œ, 8], com xo € [o 8] c [a,b] tal que f(x) > e/2 para todo æ € le, 8). 
Então, como f(x) > 0, teríamos f f(x)dz > JE f(æ)jdz > ;(8 — à) > 0, uma 
contradição. 


4. Condições suficientes de integrabilidade 


Teorema 5. Toda função contínua f: [a, b] — R é integrável. 


Demonstração: Dado € > 0, pela continuidade uniforme de f no compacto 

[a,b]. existe 6 > 0 tal que x,y € [a,b], |y — z| < ô implicam 
|f(y) — f(x) < £/(b — a). Seja P uma partição de [a, b] cujos intervalos têm 
todos comprimento < é. Em todo intervalo [t; ,,t;] de P existem x;,y; tais 
que m; = f(z;) e M; = fli), donde w; = f(y)) — f(z;) < e/(b — a). Con- 
sequentemente 5 w;(t; — t; 1) < e. Pelo Teorema 2, f é integrável. 


Teorema 6. Toda função monótona f: [o, 0] > R é integrável. 


Demonstração: Para fixar idéias, seja f não-decrescente. Dado & > 0, seja 
P = [to,... , t4) uma partição de [a,b] cujos intervalos têm 
todos comprimento < e/[f(b) — f(a)]. Para cada i = 1,...,n temos w; = 


f(t;) — f(t;-1) portanto X w; = a b) — fla) é 
Youth ta) cop- ETO Dow; 
> 70) Sra) Dto Ftd =E 


Logo f é integrável. 


As considerações a seguir são um preparativo para o Teorema 7, que engloba 
os Teoremas 5 e 6 como casos particulares. 


Sea < b, indicaremos com |/| = b—a o comprimento do intervalo (fechado, 
aberto ou semi-aberto) 7 cujos extremos são a e b. Diz-se que o conjunto X C R 
tem medida nula quando, para todo € > 0 dado, existe uma cobertura finita 
ou infinita enumerável X C |J7, de X por intervalos abertos 7, cuja soma dos 
comprimentos é 5^ [1 | < €. 


Exemplo 5. Todo conjunto enumerável X = (zi,...,z24,...) tem me- 
dida nula. Com efeito, dado arbitrariamente € > 0, seja T; 
o intervalo aberto de centro xy e comprimento £/2%+1, Então X c U e 
=D Hal = €/2 < e. Em particular, o conjunto Q dos números racionais tem 
medida nula. 


Teorema 7. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma 
função limitada f:[a,b] > R tem medida nula então f é 
integrável. 

Demonstração: Dado € > 0, existem intervalos abertos A,...,1Jp,... tais que 


D c Ue X Hyl < £/2K, onde K = M — m é a oscilação 
de f em [a,b]. Para cada x € [a,b] — D, seja Jy um intervalo aberto de centro 
x no qual a oscilação de f é menor do que «/2(b — a). Pelo Teorema de Borel- 
Lebesgue, a cobertura aberta [a, 5] C (Uk Z5) U (Ug Jz) possui uma subcobertura 
finita [a,b] C I3 U---U Im U Ja, U+- Jen. Seja P a partição de [a, b] formada 
pelos pontos a, b e os extremos desses m 4- n intervalos que pertençam a [a, b]. 
Indiquemos com [tæ—1, to] os intervalos de P que estão contidos em algum Fy 
e com [t5..,, £g] os demais intervalos de P. Então to — toi) < e/2K ea 
oscilação de f em cada intervalo [tg .,,tg] é wg < €/2(b — a). Logo 


S(f;P)-sQ P) = Y wolta — tæ-1) + X wgltg — tg) 


tg-t 
<E Kata) + D Eita) 
Ke elb-a) | 


a E € 


2K -a - 


Logo f é integrável. 


Observação. Pode-se demonstrar (cfr. “Curso de Análise”, vol. 1, pag. 273 
que vale a recíproca do Teorema 7, ou seja, que o conjunto de 
pontos de descontinuidade de toda função integrável tem medida nula. 

Exemplo 6. O conjunto de Cantor K (seção 5 do Capítulo 5), embora não- 
enumerável, tem medida nula, Com efeito, se pararmos na 
n-ésima etapa de sua construção, veremos que o conjunto de Cantor está contido 
na reunião de 2” intervalos, cada um tendo comprimento 1/3". Dado € > 0, 
podemos tomar n € N tal que (2/3)” < £, e concluiremos que a medida de K é 
zero. Podemos considerar a função f: [0,1] — R, definida pondo-se f(x) = 0 se 


we Kef(r)-1iseze K. Como 0,1] - K é aberto, a função f é localmente 
constante, e portanto contínua, nos pontos z é K. Como K não possui pontos 
interiores, f é descontínua em todos os pontos de K. Pelo Teorema 7, f é 
integrável. Dada qualquer partição P de [0, 1] todas os intervalos de P contêm 

ntos que não pertencem a K, pois int K = Ø. Assim, Mj;-1eS(f;P)-1 
para toda partição P. Segue-se que do f(z)dz = fd f(z)dz — 1. 


Se a. « b, o intervalo [a, b] náo tem medida nula. Para provar 
isto, lembremos que a função característica de um conjunto 
C le, d] é a função £x: [c, d] — R tal que £x (x) = 1 se x € Xetx(x)=0se 
g X. É fácil provar que se X C X4U- -U X; c [cd então Ex € Yia EX; 
uponhamos, em seguida que [a, b] Ch U---U Ij C le, d], onde c é o menor e d 
maior dos extremos dos intervalos 1;. Por simplicidade, diee E = fj 
e E; = é. Então £ < Si tlod — R. Logob-a = fe (xd < 
»- "n &j(z)dz = E It jl Assim, a soma dos comprimentos de qualquer 
coleção finita de intervalos abertos cuja reunião contém [a,b] é, pelo menos, 
igual a b — a. Daí resulta que [a,b] não tem medida nula. Com efeito, pelo 
Teorema de Borel-Lebesgue, de [a, b] c U52., 1; resulta [a,b] c ILU- -U Ty para 
algum k € N. 


xemplo 7. 


5. Exercícios 


Seção 2: Integral de Riemann 


1. Defina f:[0,1] — R pondo f(0) = 0e f(x) = 1/28 se 1/2^*! < g < 1/2”, 
n € NU {0}. Prove que f é integrável e calcule h f(x)dz. 

2. Seja f:[-a,o] — R integrável. Se f é uma função ímpar, prove que 
bs f(x)dz = 0. Se, porém, f é par, prove que FIO =2 f; f(x). 

3. Seja f: [a,b] — R definida pondo f(x) = 0 se z é irracional e f(x) = 1/q 
se z = p/q é uma fração irredutível e q > 0. (Ponha f(0) = 1 caso 
0 € [a,b).) Prove que f é contínua apenas nos pontos irracionais de [a,b], 
que é integrável e que T fade — 0. 

4. Seja f:|a, b] ^ R uma função integrável, com f(x) > 0 para todo x € [a,b). 
Se f é contínua no ponto c € [a, b] e f(c) > 0, prove que Ja fla)da > 0. 

5. Seja f:[o, b] — R definida pondo f(x) = x quando x é racional e Fx) = 


t + 1 quando x é irracional. Calcule as integrais (inferior e superior) de 
f. Usando uma função integrável g: [a,b] > R em vez de x, defina agora 
p(z) = g(x) se x é racional e (x) = g(x) + 1 para « irracional. Calcule as 
integrais (inferior e superior) de em termos da integral de g. 


k 
de intervalos abertos, com 57 |z| < &. Prove: 
j=1 


(a) Se X tem conteúdo nulo, o mesmo ocorre com seu fecho X. 
(b) Existem conjuntos de medida nula que não têm conteúdo nulo. 


Seção 3: Propriedades da integral (c) Um conjunto compacto tem medida nula se, e somente se, tem conteúdo 


nulo. 
h E f: [a,b] » "p pve que a função P^ a, b] > R, definida por (d) Se uma função limitada g: [a,b] — R coincide com uma função in- 
(m) = Ja, f(0)dt, é lipschitziana. tegrável f:[a, b] — R exceto num conjunto de conteúdo nulo, prove 
2. Prove que se f, g: [a,b] — R são integráveis entáo sáo também integráveis que g é integrável e sua integral é igual à de f. 


as funções o, 1): [a, b] — R, definidas por (x) = max(f(x), g(z)) e p(s) = 


j à i à i 0 tal que, 
i í ão i ávei ó 6. Se um conjunto X c [a,b] não tem medida nula então existe € > 
i 7),g(z)). Conclua daí que são integráveis as funções S > . 
pu s ds o R dadas por v (2) = 0 n fix) «0 e dus Su se para toda partição P de [a,b], a soma dos VUES CR dos intervalos de 
)»0. à ed a ê interior é maior do que €. 
J(=) > 0; f-(z) 20se f(z) 20e f (x) = -f (x) se f(x) < 0 (supondo P que contém pontos de X em seu in EM q 
ainda f integrável). 7. Seja qo: [a,b] — R uma função positiva (isto é, p(x) > 0 para todo TE e 
3. Prove que se f, g: [a, b] — R são contínuas então Existe a > 0 tal que o conjunto X = (x € [a,b]; w(x) > a) não tem medida 
l E nula. 
i É : à ã é positi i ável, então IH (zx)dz > 0. 
2 2 8. Se a função y: [a,b] — R é positiva e integrável, a P 
li fogtai] si, i mp fd Conclua que se f,g: [a,b] — Ren integráveis e f(x) S g(x) para todo 
(Desigualdade de Schwarz.) x € fa, b] então f f(x)dz < fa g(z)dz. (Use os exercícios 6. e 7.) 
9. Seja p: [a,b] — R integrável, com p(x) > 0 para todo x € [a,b]. Prove que 
E ã j i =0é 
Seção 4: Condições suficientes de integrabilidade se f, p(z)dz = 0 então o conjunto dos pontos x € [a,b] tais que p(x) 


denso em [a,b]. Se f: [a,b] — R é qualquer função rá vel que se anula 
1. Prove que a função f do Exercício 2.3 é integrável. num conjunto denso de pontos em [a, b], prove que f? f(a)dz = 0. 
2. Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função mo- 


nótona é enumerável e conclua daí que o Teorema 6 decorre do Teorema 
7. 


3. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função limitada 
f: [a,b] — R. Se D' (conjunto dos pontos de acumulação de D) é enu- 
merável, prove que f é integrável. 


4. Uma função limitada f: [a, b] ^ R, que se anula fora de um conjunto de me- 
dida nula, pode não ser integrável. Nestas condições, supondo f integrável, 
prove que sua integral é igual a zero. 


5. Diz-se que um conjunto X c R tem conteúdo nulo quando, para todo € > 0 
dado, existe uma cobertura X c I. 1U---UZ,, por meio de um número finito 
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Cálculo 
com Integrais 


Este capítulo é a continuação do anterior. Naquele, foi definida a integral e foram 
estabelecidas condições gerais que asseguram a integrabilidade de uma função. 
Neste, serão provadas as regras para o manuseio eficiente das integrais, entre 
elas o chamado Teorema Fundamental do Cálculo, uma movimentada via de 
mão dupla que liga derivadas a integrais. Em seguida, usaremos a integral para 
dar uma definição adequada do logarítmo e da exponencial. O capítulo termina 
com uma breve discussão das integrais impróprias. 


1. Os teoremas clássicos do Cálculo Integral 


Para começar, estabeleceremos a conexão entre derivada e integral. 


(Teorema Fundamental do Cálculo.) Seja f:/ > R contínua 
no intervalo I. As seguintes afirmações a respeito de uma 
função F:I — R são equivalentes: 


Teorema 1. 


(1) F é uma integral indefinida de f, isto é, existea € I tal que 


F(x) = F(a) + f? f (tdt, para todo z € I. l 
(2) F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x) para todo g € I. 
Demonstração: (1)—(2). Sexo, xo +h € I então F(z + h) — F(£o) = 
di f (tdt e h.f(xo) = E f (zo)dt, portanto 
F(xoh)- F p que 
Gt D POS - rayo [^ O- fidt. 
To 


Dado £ > 0, pela continuidade de f no ponto zo, existe é > O tal que te T, 
lt -- xo] < 6 implicam |f(t) — f(xo)] < £. Então 0 < |k] < 6, zo ch eT 


plicam 
o +) re) — f(zo) € 


= f (zo). 


E a F' = f. Como acabamos de ver, se fixarmos a € T e definirmos 
j - [fff 4 ftdt, teremos g’ = f. As duas funções F, p: I — R, tendo a mesma 
E. Tn por uma constante. Como q(a) = 0, essa constante é F(a} 
rtanto F(x) = F(a) + (x), isto é, F(x) = F(a) +! (t) dt para todo z € I. 


1 


Toth 
E l MEE 


1 
<— jhe =E. 
ZR 


to mostra que F” (xo) 


(1). -Foi provado acima que toda função contínua possui uma 
primitiva. Mais precisamente: se f: [a,b] > R é iütegrável 
ntão F: [a,b] — R, definida por F(x) = fa T f(t)dt, é derivável em todo ponto 
p € [a,b] no qual f seja contínua, e tem-se F”(£o) = deg Nesse ponto 
bém é derivável a função G: [a, b] — R, dada por G(x - f(t)dt. Tem- 
e G'(zo) = —f (zo). Com efeito, F(z) + G(x) = p JE) » —constante, logo 
(£o) + G'(zo) = 0. 


Comentários. 


(2). Ficou também provado que se F: É b] — R é de classe C”? (isto é, tem 
derivada AU então F(z) = F(a) + f; F'(t)dt. Em particular, F(b) = 


F(a) + EB ^. F'(t)dt. Isto reduz o cálculo da integral p ^, 1 (a)dx à procura de uma 
imitiva de f. Se F” = f então Da z)dz = F(b) — F(a). 


(Mudança de variável.) Sejam f: |a, b] ^ IR contínua, g: 1c. d) 
— R com derivada contínua e g([c, d]) C [o, b. Então 


(d) d 
Po todi- | fonat 
g(c) c 


Pelo Teorema 1,'f possui uma primitiva F:[a,b] — R e vale 
[9€ f(a)dz = F(g(d)) — F(g(c)). Por outro lado, a Regra da 
Cadeia nos dá "y o oy (t) = F'(g(t)).g (0) = f(g(£)).9 (t) para todo t € le, d]. 
Logo F o g:[c, dj — R é uma primitiva da função contínua t — F(g(t)):g'(t). 
Portanto g f(g(£)).9 (Edt-= F(g(d)) — F(g(c)). Isto prova o teorema. 


"Teorema 2. 


Demonstração: 


O Teorema 2 é uma boa justificativa para a notação s Jade, 


g(d) 
em vez de È f. Para mudar a variável em lo f(x)dx, faz-se 


Observação. 


z = g(t). A diferencial de x será dz = g'(t)dt. Estas substituições dão 
(d) 


d 
f(z)dz = " FOG) (£)dt. 
9o) 


À troca nos limites de integração é natural: quando t varia de c a d, x = g(t) 
varia de g(c) a g(d). 


É tradicional no Cálculo a notação F]b = F(b) — F(a). 


Teorema 3. (Integração por partes.) Se f,g:[a,b|] > R têm derivadas 


contínuas então 
b b 
a JF ()-g'Go)ds = f.gib - f f'G)g(z)dz 


Demonstração: Basta notar que f.g é primitiva de fg + f'.g e integrar esta 
soma usando o Teorema Fundamental do Cálculo. 


Teorema 4. (Fórmula do Valor Médio para integrais.) Sejam f,p:[a, b] ^ R 
f contínua, p integrável, com p(x) > 0 para pado x € [a,b]. 


Existe um número c € [a,b] tal que dE F(z)p(z)dx = fe). fe» (z)dz. 


Demonstração: Para todo z € [a,b], temos m < f(x) € M, onde m é o ínfimo 

€ M o supremo de f em [a,b]. Como p(z) > 0, segue-se que 
m.p(z) < f(x).p(z) € M.p(x) para todo 3 € e Seja A = JÊ p(z)ds. 
Das últimas ii resulta m. A < RE a J (z)p(x)dz € M.A. Logo existe 
d € [m, M] tal que BK (x)dz = d.A. roe de é contínua, temos d — He) 


para algum c € fa, b], o pd prova o teorema. Üü 
Corolário. Seja f:[a,b] > R contínua. Existe c € [a,b] tal que 
[ toi- reta 
Lema. Se v: a " > R possui derivada de ordem n contínua então 
«n- y euo, f'a-m Doe. 
Demonstração: Para n = 1, esta fórmula reduz-se a (1) )+ foe 


válida pelo Teorema Fundamental do mn Para n = 2 


— — A 


integracáo por partes fornece 


fa 6e" (tdt = 0 - e(t ns [v (dt 
0 
= v (0) + v0) - e(0), 


logo 


e) = (9) + v (0)4 / ( - e" dt. 


Para n = 3, novamente a integração por partes nos dá 


1 0-20? HE 0-4? u i N ] “td 
[ orar " el far 


Jogo 


7) 1 ms 
at) = (0) et)» £0. | G9 ota 


O padráo indutivo está claro. O lema vale para todo n. 


(Fórmula de Taylor com resto integral.) Se fil — R possui 
derivada n-ésima contínua no intervalo cujos extremos sáo 
0, 6 - h € I então 


m-i) Hun 1 1-ty- 5 " 
Fa-ch)-FGoyef ahr aro] [£797 fmit h 


Teorema 5. 


Demonstração: Definindo q: [0,1] — R por y(t) = f (a + th), tem-se (9 (0) = 
fO(a)hi. O Teorema 5 resulta do lema acima. 


Corolário. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Se f:I — R é de 
classe C" no intervalo cujos extremos são a, a+ h E T 
então existe 0 c [0,1] tal que 


-V (a) no (9? (a -- Oh) , 
J(a  h) ^ fla) + f'(a).h 4 m Edo o is 


Com efeito, chamando de A a integral do enunciado do Teorema 5, resulta 
do Teorema 4 que existe 0 € [0,1] tal que 


iqq. £n-1 (Ma + 0h 
A foa + em | D de= i (a ) D 


Observação. Esta demonstração é mais natural do que a dada no Teorema 2, 


Capítulo 9, porém exige mais de Je 


2. A integral como limite de somas de Riemann 


Anorma de uma partição P = (to, ... tn} c [a, b] é o número |P] =maior 
comprimento t; — t; , dos intervalos de P. 


Teorema 6. Seja f:[a,b] ^ R limitada. Para todo e > 0 “dado, existe 
6» 0 tal que |P] < 6 > S(f; P) < [fade +e. 
Demonstração: Suponhamos inicialmente f(z) > 0 em [a,b]. Dado & > 0, 


existe uma partição P) = (to, . .. ; $n) de Ja, b] tal que 


7b 
S(f; Pb) ef f (z)dz + e/2. 


Seja M = sup f. Tomemos é com 0 < é < e/2Mn. Se P é qualquer partição 
de [a,b] com |P| < 6, indiquemos com [ra-1, ra] os intervalos de P que estão 
contidos em algum [t; ,,t;] de P) e com [”8-1,78] OS restantes intervalos de 
P. Cada um destes contém pelo menos um ponto t; em seu interior, logo há, 
no máximo, n intervalos do tipo (rg... 7g]. Escrevamos a C i para significar 
Eo, to] € [t;-1,t;]. Quando q c i valem Ma < Mije acilra-ra-s) € t;— 
ti 1. Estes números são todos > 0, logo Foci Mo(ra —To-1) < M.(tj zy ) 
e Mg.(rg — 78.) € M.ó. Portanto: dua 


S(f; P) - M Ma(ra - vo 1) + 3 Matra — gu) 
d 8 


"n 
S 3 Milt — ti-1) + Manió 
i21 


< S(f; Pa) ef 


b 
« f Fada +e. 


No caso geral, como f é limitada, existe uma constante c tal que f(x)+c > Opara 
todo z € [a,b]. Tomando g(x) = f(x) + c temos SgP)=SfP)re(b-a)e 


"E qb 
|. gadr = D fF ()dz 4- c(b — a), 


logo recaímos no caso anterior. 


Dizer que S(f; P) < JË f (z)dz + e equivale a Ha fF(z)dz — Sf; P)| « «. 
Logo o Teorema 6 significa que lmj pjo S(f; P) = T} Fada. 


De modo inteiramente análogo se prova que [o Fada = lim s(f;P). 
E >0 


li 
PI 
Uma partição pontilhada do intervalo [a,b] é um par P* = (P,€), onde 
P = to... , t4) é uma partição de [a,b] e é = (£1... , En) é uma lista den 
“Números escolhidos de forma que t; , € £; < t; para cada à = 1,2,... ,m. 
Dada uma função limitada f: [a,b] — R e uma partição pontilhada P* de 
(a, b], tem-se a soma de Riemann 


"n 
3G POS M KG - ti). 
gar 
Evidentemente, seja qual for o modo de pontilhar a partição P, tem-se 


s(f; P) < XGP) « S(fi P). 


Diz-se que o número real T é o limite de (f; P*) quando |P| > 0, e 
escreve-se 1 = lim Pj-o Y Xf; P*), quando, para todo £ > 0 dado, pode-se obter 
6 > O tal que |} (f£; P*) — I| < e seja qual for a partição pontilhada P* com 
|P| « é. 
Teorema 7. Se f: [a, b] ^ R é integrável então ff (a)dz ge SOUFE Pty. 

50 


Demonstração: Segue-se do Teorema 6 que se f é integrável então 


b 
lim s(f;P)= lim BP) f fade. 


|Pj>o |PJHo 
Como se tem s(f; P) € (J; P*) < S(f; P), resulta imediatamente que 
; b 
lim D(f; P*) = fÈ Hade. ü 
|P|-=0 
Observação. Vale a recíproca do Teorema 7, mas é menos interessante. (Veja 


“Curso de Análise”, vol.1, pag. 265.) 


3. Logaritmos e exponenciais 


Seja a um número real maior que 1. Costuma-se definir o logaritmo de um 
número real z na base a como o expoente y = log, z tal que a” = y. Ou seja, à 


função loga: Rt — R costuma ser definida como a inversa da função exponencial 
y -» a7. Isto requer o trabalho preliminar de estabelecer O significado e as 
propriedades das potências a”, onde y é um número real qualquer, o que é 
possível fazer rigorosamente. Mas achamos mais simples definir primeiro o 
logaritmo e, a partir deste, a exponencial, como faremos agora. 


Definiremos a função log: R* — R pondo, para cada z > 0, 


TT T di 
l = -dt = —. 
ogg / i t J i 


O número log z é chamado o logaritmo de x. Lembrando que f f(z)dz = 


- fp. f (z)dz, vemos quelogz < 0se0 < z < 1,log1 = 0elogz » 0 quando 
$1 


A função log é monótona crescente, derivável, com (log)(x) = 1/2, 
(log)"(z) = —1/z?, etc. Segue-se que log é infinitamente derivável, isto é, 
log € C**. Vê-se também que log é uma função côncava. 


Teorema 8. Para quaisquer x,y € R* tem-se log(zy) = log t + log y. 


Demonstração: log(zy) = f" dt/t = [? dt/t 4. fZ” dt/t = loga + J” tjt. 

Quando s varia de 1 a y, o produto zs varia de £ a zy. Logo 
a mudança de variável £ = xs nos dá dt = gds e J” dtjt = J? zds/as = 
J? ds/s =logy, o que prova o teorema. 


Corolário 1. Para todo número racional r, tem-se log(x") = r. log £. 


Comefeito, segue-se do Teorema 8 quelog(z") = n. log x quandon € N. De 
x".z7" = | resulta 0 = log(2".27?) = log(z") -log(x-?*) = n. log z-Flog(z7?), 
donde log(z^") = —nlogz. Isto prova o corolário para r € Z. No caso geral, 
r = p/q onde p, q € Z. Por definição, (xP/ 94 = zP. Daí, pelo que já provamos, 
q.log(z?/4) = p. log x, donde log(a?/4) = (p/q)logz. 


Corolário 2. log: R* > R é sobrejetiva. 


Coro log é contínua, sua imagem é um intervalo, portanto basta mostrar que 
log é ilimitada superior e inferiormente, o que decorre das igualdades log(2”) = 
nlog2 e log(2-") = —n. log 2. 


Sendo uma função crescente, log é uma bijeção de R* sobre R. Sua inversa, 
exp: R — R* é chamada a função exponencial . Por definição, exp(z) = y & 
logy = g, ou seja, log(exp(z)) = x e exp(log y) = y. 


Existe um único número real cujo logaritmo é igual a 1. Ele é indicado geld 
símbolo e. Mostraremos logo mais que e coincide com o número introduzido 
nos Exemplos 12 e 13 do Capítulo 3. Por enquanto, sua definição é e = exp(1). 


A função exponencial exp:R — R* é uma bijeção cres- 
cente, de classe Cº, com (exp)'(x) = exp(z) e exp(z +y) = 
bxp(x). exp(y) para x,y € R quaisquer. Além disso, para todo r € Q tem-se 


Teorema 9. 


exp(r) = e”. 


Demonstração: Pela regra de derivação da função inversa, para cada x € R, 
com exp(x) = y, tem-se (exp)'(z) = 1/(log)'(y) = y = exp(z). 


Assim exp” = exp, donde exp € Cº. Dados x,y € R, sejam z/ = exp(x) e 
y = exp(y), logo x = logx' ey = log y'. Então exp(x-+y) = exp(log z'+log y^) = 


expllog(z'y’)] = exp(x).exp(y). Se r é racional, o Corolário 1 do Teorema 8 
nos dá log(exp(r)) = r = r.l = r.loge = log(e”), donde exp(r) = e”, pela 
injetividade de log. 


A igualdade exp(r) — e^ parar € Q, juntamente com a relação- aep +y) = 
'exp(z). exp(y) nos indicam que exp(x) se comporta como uma potência de base 
e e expoente x. Poremos então, por definição, e” = exp(x), para todo x € R. 
Com isto, passa a ter significado a potência e” para x real qualquer. 


Com esta notação, temos 
Ye, eol, e — fet, 
z«gyeect*«e, 
log(e”) = x, e£" =y, para quaisquer » € R,y » 0 


Temos ainda lim e? — -ooe lim e”? = 0, como se vé facilmente. 
L>+oo L——o0 


Pelo Teorema do Valor Médio, para todo x > 1 existe c tal que 1 < € < £ 
elogz = logz — log 1 = (log) (c)(x — 1) = (x — 1)/c. Segue-se que log x < x 
para todo x > 1. Como logg = 2log x, temos 0 < logar < 2/%, donde 
0 < logz/z < 2//z para todo x > 1. Como limz., 445 (2//z) = 0, segue-se 
que lim, oo log x/x = 0, fato que tinha sido provado no final do Capítulo 3 
supondo z — n € N. 

Por outro lado, dado qualquer polinômio p(x), tem-se lima, oo p(x)/e* = 
0. Para provar isto, basta considerar o caso em que p(x) = z^. Então escrevemos 
et = y. donde x = k.logy. Evidentemente, r — +oo se, e somente se, 


V — +oo. Portanto 


i " logy, | 
VER i cin UN y Hn 


e daí 
k 


k 
lim É = tm (Z) =0. 
>to e” goto Vez/k 


Se c e k são constantes reais, a função f(x) = c.e** tem derivada f(x) = 
k.c.e** = k. f(x). Esta propriedade de possuir derivada proporcional a si mesma 
é responsável por grande parte das aplicações da função exponencial. Mostra- 
remos que essa propriedade é exclusiva das funções desse tipo. 


Teorema 10. Seja f:I — R derivável no intervalo I, com f(x) = k.f(x). 
Se, para um certo zo € I, tem-se f(x9) = c então f(x) = 
c.eF(2-*9) para todo x € I. 


Demonstração: Seja v: — R definida por p(z) = f(x).e-^(*-*9, Então 
q'(z) = f'(z)e- 96-99 — kf(z).e-F-79 = 0. Logo q é 


constante. Como y(zo) = c, tem-se y(x) = c para todo x € T, ou seja, f(x) = 
c.eK (zo). 


Como a derivada da função f(x) = e? é ainda f'(x) = e”, temos f'(0) = 1. 
Segue-se da definição de derivada que limz..o(e* — 1)/x = 1. 


Dados a > 0e x € R, definiremos a potência a? de modo que seja válida a 
fórmula log(a?) = x. loga. Para isto, tomaremos esta igualdade como definição, 
ou seja, diremos que a? é o (único) número real cujo logaritmo é igual a x. log a. 

Noutras palavras, a” = e*log2, 


A função f: R — R, definida por f(x) = a”, tem as propriedades esperadas. 


A primeira é que, para x = p/q € Q (onde q > 0), f(x) = Va?. Com 
efeito, f(x) = exp((p/g) log a) = exp(log Ya?) = Va». 

Tem-se a?tY = a7 a”, a? = 1, a77? = 1/07 e (07)! = a?*V. 

A função f(x) = a” tem derivada f'(x) = a?.loga, portanto é de classe 
Cº. A derivada f’ é positiva se a > 1 e negativa se 0 < a < 1. Logo fé 
crescente no primeiro caso e decrescente no segundo. Quando a > 1, tem-se 
limgy- +00 4” = +00 e limg., 4, a* = 0. Se 0 < a < 1, os valores destes limites 
são trocados. Se 0 < a £ 1, f(x) = a” é uma bijeção de R sobre R*, cuja inversa 


indica-se com loga: Rt — R. Para cada x > 0, logg x chama-se o logaritmo de 
x na base a . 

Assim y = loga £ «» aY = x. Voltamos à definição clássica. Quando a = e, 
vale log, 2 = log x. O logaritmo que definimos no começo desta seção tem, 
portanto, base e. É o chamado logaritmo natural . Para todo z > 0, temos 


elos x Sge ala T = eloa T- loga 


portantolog z = loga x. loga, ou seja, Joga z = log x / log a. Destaúltima fórmula 
resultam propriedades de log; £ análogas às de log x, como logg (zy) = loga X 


loga y ou (loga) (£) = ER 


Para finalizar esta seção, mostraremos que e coincide com o número definido 
nos Exemplos 12 e 13 do Capítulo 3. 


A derivada da função log x é igual a 1/x. No ponto x = 1 esta derivada vale 
1. Isto significa que 


lim log(1 + x) =1, 

Z0 x 
ou seja, j 

a 1/2] — 

Jim log[(t + 2)V/*] = 1. 
Como 
(1-2)? = exp(log[(1 + 2)"/7]), 

vem 


lim (1 + zy/* = exp(1) = e. 
z0 
Pondo y = 1/z, concluímos que im T1/y) =e. 


; ' n 
Em particular, lim A+i/nP=e 


4. Integrais impróprias 


São de dois tipos: integrais de funções ilimitadas (definidas num intervalo 
limitado porém não fechado) e integrais de funções definidas num intervalo 
ilimitado. 

O teorema seguinte descarta um caso trivial. 


Teorema 11. Seja f:(a,b| — R limitada, tal que a restrição fllc,b] é 
integrável para cada c € (a,b]. Então, seja qual for o valor 


que se atribua a f(a), obtém-se uma função integrável f:[a, b] > R, com 
b i b 
fa f (a)dz = limes, fo f(z)dz. 


Demonstração: Seja K tal que a € z < b > |f(z) x K. Dado £ > 0, 

tomemos c €.(a,b] com K.(c ~ a) < &/4. Como filc,b) é 

integrável, existe uma partição P de (c,b) tal que S(f; P) — s(f; P) < e/2. 

Então Q = PU (a) é uma partição de [a,b] tal que 

SCF; Q) - s(£5Q) x 2K(c- a) + S(f; P) - s(f; P) < €. 

Logo f:[a,b] — R é integrável. A integral indefinida F': [a,b] > R, F(z) = 

J f(t)dt cumpre a condição de Lipschitz |F (y) - F(x)) < Kly — z| logo é 

(uniformemente) contínua, donde F(a) = lim F(c)= lim f a f (z)da. 
c—aG4- coc 


Resultado análogo vale para para f: |a, b) — R. 


Basta, portanto, considerar f:(o,bj — R ilimitada. Suporemos também f 
contínua. A integral imprópria f » f (z)dx é definida como 


b b 
ii Fade = Jim, f oa 


Em cada intervalo fechado [a + €,b], f é contínua, logo integrável. O 
problema é saber se existe ou não o limite acima. Se ele existir a integral será 
convergente; se não existir o limite a integral será divergente. 


Evidentemente, o caso de uma função contínua ilimitada f: [0,b) — R se 
trata de modo semelhante, pondo-se PN f(x)dz = limeo+ d -E f(z)dz. Fi- 
nalmente, o caso de f:(a,b) — R contínua reduz-se aos anteriores tomando 
c € (a,b) e pondo fË f(z)dx = f f(z)dz + fÈ f(z)dz. 


Exemplo 1. Seja f:(0,1] — R dada por f(x) = 1/z?. Supondo a Æ 1, 


temos 
1 dz 1 dr ql-071 1-gl-e +osea>1 
a im, f lim = lim : 1 
o 2%  e50rJ. z^? estrl-a]. 504 1-a E a 991 
Quando a = 1, temos 
Ide ide 
— = lim — = lim logz 
p TO ed © 650 


Portanto do dz/x? diverge se a > 1 e converge para (1 — o) ? sea < 1. Em 
particular, œ = 1/2 dá ho dz/4/z = 2. 


1 
= li -lı = 2 
I dim ( og£) = +00 


Seja f: [0, 1) — R, f(z) = 1/v1 — 22. Então 
1-€ 
[ isi to a, f da/v1 — z? 
0 v. o 


= lim arcsen z])- é 
e=0+ 


Exemplo 2. 


= lim arcsen(l — E) 
£04 


7 
= arcsenl = a: 


Quando f: (a,b] > R cumpre f(x) > 0 para todo x € (a, bl ento a integral 
5 f (x)da converge se, e somente se, existe k > Otal que fic f(z)dz < k 


para todo € € (0,b — a) pois a função (£) = fole f(z)dzx é n&o-crescente. 


"Se existir uma função g: (a,b] — R tal que È 9(x)dz seja convergente e O < 


f(x) € k.g(x) para todo x € (a, b] então f f(a)dz converge pois, neste caso, 
pE) <k- atada para todo £ € (0,b — a). 

A integral 1 = J dz (1 — 22) — k72?) converge se k € R 
cumpre k? < 1. Com efeito, como 0 < x < 1, temos 1 — 
k? < 1 — k2y2. Pondo K = 1/v1 — k? segue-se que 1/ V0- z3)0 — Ez?) < 
K/41 — x? portanto I < i K/ VI- 2 = Kn/2. 


Diz-se que a integral imprópria q f(z)dx é absolutamente convergente 
quando is |f(x)|dz converge. Como no caso de séries, à convergéncia de 
J? 1f (z)]da implica a de f; f (xydz-. 

Com efeito, dada f: (a, b] — R contínua, definamos sua parte positiva e sua 
parte negativa f+, f-: (a, 0] > R pondo, para a < x < b: 

f(z) = max(f(2),0) e f- (x) = max(- f(2), 0). 
Então f(e) = zE * fE] e f- (9) = lf GI - f] de modo que f 
e f. são contínuas. Além disso, temos falz) > 0, (0) 2 0, f z fe de 
e |f| = f+ + f-, donde f+ < ifie f- < Ifl- Segue-se destas o 
que se f E f(x)dx é absolutamente convergente então fa fe (dx e fa f-(a)do 
convergem. Logo jJ» Ffla)da = T fe(a)dz — 12 f-(a)da é convergente. 

O critério de comparação assume então a seguinte forma: se f,g:]o, 0) > R 
são contínuas e f, E g(x)dz converge então a condição |f (x)| < k.g(x) para todo 
z € [a, b) implica que f, li f (z)da: é (absolutamente) convergente. Por exemplo, 


Exemplo 3. 


se f: 5 i ~> R é contínua, existem constantes k > 2 e à « 1 tais que |f(z)| < 
k/(b ? para todo zx € [a, b) então a integral d f(x)dx é (absolutamente) 
SEM 

Tratemos agora de integrais sobre intervalos ilimitados. 


Dada f: |a, +00) — R contínua, define-se a integral imprópria de f pondo: 


Too 


A 
Fejde = dim Í Fejde. 


Seo limite acima existir, a integral diz-se convergente . Do contrário, ela diz- 
se > divergente: Uma aefiiçao análoga é dada quando f: (~o, b] — R. Então 


des f(x)dz = limp, I f(x)dz. Finalmente, para f:(—00, +00) — R, 
toma-se um ponto arbitrário a € R (geralmente a = 0) e põe-se 


teo se. 
f(z)dz = f. f(z)dz + D f(z)dz 


Exemplo 4. Seja f:[1, +00) > R, f(x) = 1/29. Sea £ 1 tem-se 


Ade Ae 
1 25 5 1-a^ 
logo 
œ dy 1 
1 395 w-1 


converge sea > 1. Por outro lado, sea < 1, Ji F9 de /x* diverge. Isto contrasta 
com a integral da mesma função no intervalo (0,1). 


+ 
Exemplos.* f° dz/(1 +22) = 7/2. Com efeito, arctg x é uma primitiva 
de 1/(1 + z?). Por conseguinte 


Too dx 
p a27 Im. cte À — arctg 0) — — 


dao se que uma integral fas F(z)dz é absolutamente convergente quando 
fa Md PE Como no caso de intervalos limitados, prova-se que, 
neste caso, JE a J(x)dz converge. 


Vale portanto O critério de comparação : se f, g: |a, +00) > R são contí- 
nuas, se Rs g(x)dz converge e se existe k > 0 tal que |f(x)) € k.g(x) para 


rtu cabal 


todo x > a então fo + Fada pupa (absolutamente). Em particular, se 
|f(z)| € k/x* coma > 1 então [7 7? f(x)dx é (absolutamente) convergente. 


Exemplo 6. Sejaa > 0. A integral f e ?? da /x? converge e, como se vé facil- 

mente, seu valor é 1/a. Mesmo se não soubéssemos que a deri- 
vada de arctg x é 1/(1 + 2º), concluiríamos, por comparação, que [7^ da/(1-+ 
z?) é convergente pois 1/(1 + £?) < 1/22. 


Exemplo 7. (A função gama.) Trata-se da função I: (0, +00) — R, definida 

para todo ¢ > O pela integral T(t) = f; ^ e-?zf-1dz. s 
mostrar que a integral acima converge, a decompomos na soma fy + f; 
integral h €-*3t-1dx converge porque e Taxi! < 1/x!7t. A segunda Ra 
Ji e-*af-! dx converge porque eTxt-! < 1/z? para todo « suficientemente 
grande. Com efeito, esta desigualdade equivale a z**!/e? < 1. Ora, como 
sabemos, limg—-+oo z^*! /e? = 0, logo existe a > O tal que x > a > at fet < 
1. A função gama estende a noção de fatorial pois I'(n) = (n — 1)! para todo 
n € N, como se vé integrando por partes. 


Exemplo 8. A integral de Dirichlet 7 = f." (senz/x)dz converge, mas 
não absolutamente. Com efeito, para todo n € N seja an = 
ld [sen z/z|dz. Então I = ao — a1 + a2 — as + É claro que ao > a4 > 
az > --- equelim a, = 0. Logo, pelo Teorema de Leibniz, BREED Leno o (7 1)*an 
(e conseqüentemente a integral) converge. Por outro lado, [7^ |sen z|/xdx é 
a soma da série 3 4.0 8n, cujo termo an é a área de uma região que contém 
um triângulo de base 7/2 e altura 2/(2n + 1)x. A área desse triângulo é igual 
a 1/2(2n + 1). Como a série harmônica diverge, segue-se que 37 an = +co. 
(Prova-se que fj" (senz/z)dz = 7/2) 


Uma aplicação bastante conhecida das integrais impróprias é o critério de 
convergência de séries numéricas contido no seguinte teorema, cuja demonstra- 
ção pode ser encontrada em qualquer livro de Cálculo. 


Teorema 12. Seja f: |a, +00) > R contínua, monótona, não-decrescente. 
Para todo número natural n > a, seja an = f(n). A série 
X an converge se, e somente se, a integral f pa ?? f(x)dx converge. 


5. 


Exercícios 


Seção 1: Os teoremas clássicos do Cálculo Integral 


l. 


Seja f: [a,b] — R integrável, contínua à ud no ponto zo € [a, b). Prove 
que F: [a,b] — R, dada por F(x) = fF f ^, 4 (t)dt, é derivável à direita no ponto 
zo, com Pi (xo) = f(zo). Enuncie fato uis com “esquerda” em lugar 
de “direita”. Dê exemplos com f integrável, descontínua no ponto zo, nos 
quais: 

(a) Existe F” (zo); 

(b) Não existe F” (xo). 


. Seja f:[a, b] — R derivável, ph J aa Prove que, para quaisquer 


z,c € [a,b], tem-se f(x) = f(c) + [2 f 
vale com “integrável” em vez o n 


t)dt. Conclua que o Teorema 5 


. Seja f:[o, 0| — R derivável, com f'(x) > 0 para todo x € [a,b]. Se fx € 


la, b]; f(x) = 0) tem conteúdo nulo, prove que f é crescente. 


. Dada f: [a,b] — R com derivada contínua, prove o Teorema do Valor Médio 


(Teorema 7 do Capítulo 8) como conseqüéncia da fórmula de mesmo nome 
para integrais (Corolário de Teorema 4, deste capítulo). 


. Sejam f: [a,b] ^ R contínua e œ, 8: I — [a,b] deriváveis. Defina y: T — R 


pondo (x) = Jota Bla) jd (dt, para todo z € I. Prove que ọ é derivável e 
e) = f(B(z)). bs ) - f(o(2)).a' (2). 


. Sejam f: [0,1] — R a função do Exercício 2.3 do Capítulo 10 e g: [0,1] > R 


definida por g(0) = 0e g(x) = 1 se x > 0. Mostre que f e g são integráveis 
porém g o f:[0, 1] — R não é integrável. 


. Dada f: [a,b] > R com derivada integrável, seja m = (a + b)/2. Prove que 


a) + f(0) = [2/@ - a) IE) + (s — m) f (2)dz- 


. Sejam f, p: [a,b] — R tais que f é contínua, p é integrável e p(x) > 0 para 


todo x € [a,b]. Prove que se 


b b 
f Fe)plejdo = fo) | vais, 


então existe c € (a,b) tal que f(a) = f(c). Vale um resultado análogo 
com f(b) em lugar de f(a). Conclua que no Teorema 4 pode-se tomar 


€ € (a,b) e que no Corolário do Teorema 5 pode-se exigir que 0 € (0,1). 
[Veja Exercício 9, Secáo 4, Capítulo 10.] 


. O exercício 3, secáo 4 do Capítulo 3 deixa em aberto o cálculo de 


Na realidade, a fórmula de Stirling diz que, pondo x, = n!e? /n^ e wn = 
vV2mn, tem-se lim Tn/Wn = 1, portanto lim £n = +00. Uma demonstração 
mais simples de que lim zy, = +00 pode ser feita segundo as etapas abaixo 
indicadas: 


. Integrando por partes, mostre que 


Ti 
I log xdg = nlogn — n + 1 = An (digamos). 
1 


. Se Bn é a soma superior da função log x relativamente à partição 


(1,2,... ,n) do intervalo [1, n], mostre que 


n 
An < Bn = X logk = logn! 
k=1 


. Uma melhor aproximação superior para a área An pode ser dada consideran- 


do-se, para cada k = 2,... ,n a tangente ao gráfico de y = log x pelo ponto 
z = k — 1/2. O trapézio com base no intervalo [k — 1, k] do eixo x, com dois 
lados verticais e lado inclinado igual a essa tangente tem área log(k — 1/2). 
Seja Cn = Lo log(k — 1/2) a soma das áreas desses trapézios. Mostre 
que An < Cn < By para todo n EN. 


. Mostre que se tem 


n "n 
Bn — Cn = > llog k - log(k — 1/2) = 9 71/204, 
k=2 k=2 


onde k — 1/2 < 6, < k. 


. Conclua que 


1&1 
lim(Bn — An) > lim(Bn — Cn) = E x [a = +00. 
( Observe que 
— An=logn!— nlogn +n — 1 = log(nle” tn”), 


portanto lim za = +00. 


Seção 2: A integral como limite de somas de Riemann 


1 


tos 


Com auxílio de somas de Riemann prove a validez dos seguintes limites: 


(a) im ao” =D 


(b) Um, m E ento) - = À 


Dada f: [a, à > R, limitada ou não, faz sentido considerar a soma de Rie- 
mann 5 '(f; P"), para toda partição pontilhada P*. Prove que, se existe 
limi pjo Y; P*), então f é uma função limitada. 


. Prove a recíproca do Teorema 7: se existir lim pjo S ES = L então a 


função limitada f: [a, b] — R é integrável e fÈ f(x)dz = 


- Sejam f, g: [a,b] — R integráveis. Para toda partição P = (to,... , t4) de 


[a, b] sejam P* = (P, £) e P* = (P, n) pontilhamentos de P. Piove que 


lip, EAO- t) = f Fasade 


- Dadas f, g: [a,b] — R, para cada partição pontilhada P* de [a,b] define-se 


a soma de Riemann-Stieltjes 


DEEPO - Y FED) - ti). 


Prove: se f é integrável e g possui derivada integrável então 


b 
do OP) | ferens. 


. Dada f: [a,b] — R, seja, para cada n € N, 


M(fin) 25 fa Hih), pe 
i=1 


a média aritmética dos valores f(a + A), f(a-- 2h),... 
Prove que se a função f é integrável então 
el f (z)dz. 


Ha + nh) = f(). 


m. Mí(f;n)- 


7. Se f: [a,b] — R é convexa, prove que gx < 


x 
4. Prove que, para todo x € IR, tem-se um (1+ ad Sek 
+00 


Seção 5 Exorolblol 


Por este motivo, o segundo membro desta igualdade se chama o valor médio 
da função f no intervalo Ja, b]. 


Ef J(z)da. 


b-a 


Seção 3: Logaritmos e exponenciais 


1. Sejam f: R > Reg:R* — R funções contínuas, não identicamente nulas, 


tais que f (zy) = f(x).f(y) e g(uv) = g(u) + g(v) para quaisquer z, y € R 
e u,v € R+. Prove que existem a € Rebe R tais que f(x) = e” para 
todo z € R e g(x) = b. log x para todo x € R*. 


. Prove que a sequência cujo n-ésimo termo é £n = 1+1/2+::-+1/n—logn 


é decrescente e limitada, logo converge. (Seu limite é conhecido como a 
constante ^y de Euler-Mascheroni , cujo valor aproximado é 0, 5772.) 


3. Prove que limg—o x. log x = 0. 


Seção 4: Integrais impróprias 


1. Verifique a convergência ou Mans das Es 


n ENTE LS f, - E: 


. Verifique a cae ou divergência das integrais 


E n dz e ada | 
0 TEX 1428” Jj 1—e* 


3. Mostre que JE sen(z?)dx converge mas não absolutamente. 


4. Mostre que Je z.sen(z^)dz converge, embora a função z.sen(z*) seja 


ilimitada. 


. Seja f: [a, +00) — R contínua, positiva, monótona não-crescente. Prove 


que se qz f (z)dx converge então limg—+oo Z. f(x) = 0. 


. Seja f: [a, +00) — R integrável em cada intervalo limitado [a, x). Prove que 


a integral imprópria 


A ee m. l * rod 


existe se, e somente se, para todo € > 0 dado, existe A > Otalque A < z < y 1 2 
implica | n Feal < E. (“Critério de Cauchy".) 
7. Prove o Teorema 12. 


Seqüências 
e Séries de Funções 


Em vários problemas da Matemática e das suas aplicações busca-se uma função 
que cumpra certas condições dadas. É freqüente, nesses casos, obter-se uma 
seqüência de funções fı, fo,...,fn,---, cada uma das quais cumpre as con- 
dições exigidas apenas aproximadamente, porém com aproximações cada vez 
melhores. Então a função-limite dessa segiiência deverá cumprir as tais condi- 
ções, caso aconteça o melhor. Isto leva ao estudo de limites de segiiências de 
funções. Muitas vezes cada função da sequência obtém-se da anterior somando- 
se uma função gn. Neste caso, tem-se uma série de funções $^ gn. Seqüéncias 
e séries de funções serão estudadas neste capítulo. 


Para segiiências e séries de números há apenas uma noção de limite. Mas 
para funções há várias. Aqui examinaremos as duas noções mais comuns de 
convergência, que definiremos a seguir. 


1. Convergência simples e convergência uniforme 


Diz-se que uma seqüéncia de funções fn: X > R (n = 1,2,...) converge 
simplesmente para a função f: X — R quando, para todo z € X, a sequência 
de números fi(z),... , fn(z),... converge para f(x). 


Assim, fn — f simplesmente em X quando, dados € > 0 e x € X, existe 
no € N (dependendo de e e de x) tal que n > no = | fn(x) — f(z)| < €. 


Graficamente, em cada reta vertical que passa por um ponto z € X fica 
determinada uma seqüéncia de pontos (x, fi(x)),... , (£, fn(z)),... interseções 
dessa reta com os gráficos de fi,..., fn,..-. Estes pontos convergem para 
(x, f(x)), interseção da reta vertical com o gráfico de f. 


MPR Eas: 


Exemplo 1. A seqüéncia de funções fn:R — R, onde fn(x) = z/n, con- 
verge simplesmente para a função f:R — R que é identica- 


mente nula. Com efeito, para todo z € R fixado, tem-se lim (x/n) = 0. 
n>+o0 


Um tipo de convergência de funções mais restrito do que a convergência 
simples, é a convergência uniforme, que definiremos agora. 


Uia sequência de funções f4: X — R converge uniformemente para a 
função f: X — R quando, para todo e > 0 dado, existe no € N (dependendo 
apenas de £) tal que n > no => |fn(x) — f(x)| < e seja qual forz € X. 


No plano R?, dado € > 0,a faixa de raio £ em torno do gráfico de fé o 
conjunto 


F(fie) = (my) e R5z € X, fa) -&« y < Ha)+e). 


Dizer que fn > f uniformemente em X significa que, para todo € > 0, existe 


no € N tal que o gráfico de fn, para todo n > no, está contido na faixa de raio € 
em torno do gráfico de f. 


À 
fn + 
t 
l j 
| 
ESA o Ss uM — 


X 
Fig. 10 — O gráfico de fn está contido na faixa F(f;e). 


Exemplo 2. Nenhuma faixa de raio € em torno do eixo das abcissas (gráfico 
da função identicamente nula) pode conter o gráfico de uma 
função fn:R — R, fn(z) = z/n. Logo a seqüéncia (fn) do Exemplo 1 nào 
convergeuniformemente parazeroemR. Por outro lado, se X c Réum conjunto 
limitado, digamos com |z| < c para todo z € X, então f, — 0 uniformemente 
em X. Com efeito, dado £ > 0, basta tomar no > c/e. Então n > ng => 
l/n(z)| = Izl/n < cfno < e. 


seção 1 Convergéncia simples e convergência umirorma 


A sequência de funções contínuas fn: [0,1] > R, fn(x) = uw", 


converge simplesmente para a função descontínua f: [0,1] — 
R, f(x) = 0 se 0 < x < L, f(1) = 1. A convergência é uniforme em todo 
intervalo da forma [0,1 — 6],0 < é < 1 mas não é uniforme em [0, 1]. Estas duas 
afirmações decorrem de fatos gerais ( a saber, os Teoremas 1 e 2 abaixo) mas 
podem ser facilmente provadas a partir da definição. Com efeito, escrevendo 
a = 1 — ĝ, temos 0 < a < 1logolimpssoa”=0. Dado € > 0, seja no EN 
tal que n > no => a" <e. Então n > no => 0 < fnlx) < a” < & para todo 
t € [0,a]. Portanto fn — 0 uniformemente no intervalo [0,1 — 6]. Por outro 
lado, tomando £ = 1/2, afirmamos que, seja qual for no € N, existem pontos 
X € [0,1) tais que |fn,(z) — f(x)| > 1/2, ou seja, z"* > 1/2. Basta observar 
que lim, 2º = 1. Logo existe ô > 0 tal que 1 -ó« z < 1 => z"^ > 1/2. 
Isto mostra que fn não converge uniformemente para f no intervalo [0, 1]. 


Exemplo 3. 


Fig. 11 — As funções fn(x) = z” convergem simplesmente no intervalo [0, 1) para 


uma função descontínua. 


A seqüéncia de funções contínuas fn:[0,1] > R, fa) 

x" (1— 2") converge simplesmente para a função identicamente 
nula. Esta convergência não é uniforme. Com efeito, para todo n. c N temos 
fal) = 1/4. Logo, para e < 1/4, nenhuma função fn tem seu gráfico 
contido na faixa de raio € em torno da função 0. Por outro lado, se 0 < 4 < 1, 
temos fn — 0 uniformemente no intervalo [0, 1 — 6) pois x” — 0 uniformemente 
nesse intervalo e 0 < z"(1— £”) < z”. 


Exemplo 4. 


[is 


sj- 


Fig. 12 


As considerações feitas nesta seção incluem a soma f = Y? fn de uma série 
de funções fa: X — R. Neste importante caso particular, tem-se f = lim Sn 
onde sn (x) = fi(x)4-.- -+ fa(x) para todon € Netodoz € X. Dizer que a série 
Z f fn converge uniformemente significa, portanto, que a segiiência (sn) converge 
uniformemente e equivale a afirmar que a seqüéncia de funções r4: X > R 
( restos da série) , definidas por Tu(£) = fnax(x)  fass(z) + e, converge 
uniformemente para zero. Com efeito, basta observar que Tn = f — Sn. 
2. Propriedades da convergência uniforme 
Teorema 1. Se uma seqüência de funções fni X — R converge unifor- 


: memente para f: X > R e cada fn é contínua no ponto 
à € X então f é contínua no ponto a. 


Demonstração: Dado £ > 0, existe no € N tal que n > no => |fn(z) — f(x)| < 

E/3 para todo z € X. Fixemos um número natural n > mo. 
Como fn é contínua no ponto a, existe 6 > 0 tal que g € X, je- a| < => 
Ifn(x) — fn(a)| < £/3, donde 


M (2)— f(a)! < Mfr (n) — FC) -- Hf (2) f (2)|-- Lf (2) fla) Er ts E — e 
Isto prova o teorema. ux 


Exemplo 5. À seqüéncia de funções contínuas Ín(x) = x” não pode conver- 


gir uniformemente em [0, 1j pois converge simplesmente para 


seção 2 Propriedades da convergência unitorma 


a função descontínua f:[0,1] > R, f(z) =0se0 xz < L,f(1) = 1. Jáa 
seqüéncia de funções contínuas fn(x) = x^ (1 — x”) converge simplesmente no 
intervalo [0, 1] para a função 0, que é contínua mas nem por isso a convergência 
é uniforme. Mesma observação pode ser feita sobre a seqüéncia de funções 
contínuas fn:R — R, fn(x) = z/n. A esse respeito, vale o teorema abaixo. 
Antes de demonstrá-lo, daremos uma definição. 


Diz-se que uma seqüéncia de funções fn: X — R converge monotonica- 
mente para a função f: X — R quando, para cada x € X, aseqüéncia (fn(X))nen 
é monótona e converge para f (x). Assim, por exemplo, as seqüéncias dos Exem- 
plos 1 e 3 convergem monotonicamente. 


É claro que se fn — f monotonicamente em X então |fayi(x) — f(x) 
< |fn(x) — f(z)| para todo x e X e todo n € N. 


(Dini) Se a seqüéncia de funções contínuas fa: X > R 
converge monotonicamente para a função contínua f: X ^ 
R no conjunto compacto X então a convergência é uniforme. 


Teorema 2. 


Demonstração: Dado € > 0, ponhamos Xn = {x € X;|fa(z) — FADI > é) 

para cada n € N. Como fn e f são contínuas, cada Xn é 
compacto. A monotonicidade da convergência, por sua vez, implica X, 5 X5 D 
X3 2... Finalmente, como limn—oo fn(z) = f(x) para todo z € X, vemos que 
Nh=1 Xn = Ø. Segue-se do Teorema 9, Capítulo 5, que algum Xn, (e portanto 
todo Xn com n > no) é vazio. Isto significa que n > no > |fa(x) - f(z)| « e 
seja qual for z € X. 


A seqüéncia de funções contínuas fp: [0,1] > R, f(x) = x”, 
converge monotonicamente para a função (contínua) identica- 
mente nula no conjunto não-compacto [0, 1) mas a convergência não é uniforme. 
Com efeito, dado 0 < € < 1, para todo n c N existem pontos z c [0, 1) tais que 
g” > e, pois me vt =1>DeE. 


Exemplo 6. 


Teorema 3. (Passagem ao limite sob o sinal de integral.) Se a sequência de 


funções integráveis fn:[0,b] > R converge, uniformemente 
para f:[a,b] > R então f é integrável e 


[ ens jim, [ hode 


DD 


AT va oa AMRS £ hM tá 


b. : b "WAT. 
Noutras palavras: f a imn fn = limp f, 4, fn 8e a convergência é uniforme. 


Demonstração: Dado € > 0, existe no € N tal que n > no > | f(x) — fn(z)| < 

e/4(b — a) para todo z € [a,b]. Fixemos m > ng. Como 
fm é integrável, existe uma partição P de [a, b] tal que, indicando com w; e 
w ren as oscilações de f e fm no intervalo [t; ,,t;] de P, tem-se 
Do (t;—ti-1) < e/2. Mas, para x,y € [t; 4,t;] quaisquer, vale: 


IFE) — f()| s LG) = fmG)I Mm) = fm) + lfm) — F()l 


t 
«oj 


REN 
2(b-a) 
Portanto w; < w; + e/2(b — a). Segue-se que 
2 josh tia) S 3 ui ti) + [8/20] Y 
siyin 
T d 
Isto mostra que f é integrável. Além disso, 


[ fes - [sas 


b 
- | fita cenas 


b 
< | MfG) - fos 


(b — aje 
< 45— a) 


sen > no. Conseqüentemente, lim +co fia fn(z)dz = Ea f(z)da. 


KE 


Observação. Se cada fn é contínua, a demonstração se simplifica conside- 
ravelmente pois f então é contínua, donde integrável. 
Exemplo 7. Se uma seqüéncia de funções integráveis fa: (a, b| > R con- 


verge simplesmente para f: [a,b] — R, pode ocorrer que f nào 
seja integrável. Por exemplo, se [ri 72... ,0,...) for uma enumeração dos 
números racionais de [a, b] e definirmos E como a ‘função que assume o valor 1 
nos pontos r;,... ,7m e é zero nos demais pontos de [a,b] então (fn) converge 
simplesmente para uma função f: [a,b] — R tal que f(z) = 1sez € QN [a,b] e 
f(x) = 0 se x é irracional. Evidentemente, cada fn é integrável mas f não é. 
Exemplo 8. Mesmo quando a segiiência de funções integráveis fn: [a,b] > 
R converge simplesmente para a função integrável f: [a,b] ^ R, 


Seção 2 Propriedades da convergência uniforme 


pode ocorrer que limno f. ^ fn(z)de x ü f(x)dx. Por exemplo, para cada 
n € N, seja fn: [0,1] > R definida por fn(x) = nx”(1 — s”). Então fn(1) = 0 
e0 x fa(x) « nz" se0 € x « 1. Ora, limy s, ng” —0se 0 <x < 1. (Pelo 
Exemplo 8, Capítulo 3, pois limno (n + 1)z"* ** /nz^ = g < 1.) Portanto (fn) 
converge simplesmente em [0, 1] para a função identicamente nula. Entretanto 
fo fa(z)dz = n? /(n-- 1) (2n--1), portanto lima-.oo f; fa(z)dz = 1/2, enquanto 


do (im, fa) = 0. 
Para que se tenha a derivada do limite igual ao limite das derivadas, em 


vez de supor que fn — f uniformemente, deve-se postular que a seqüéncia das 
derivadas convirja uniformemente. 


Teorema 4. (Derivação termo a termo.) Seja (fa) uma sequência de 
funções de classe C* no intervalo [a,b]. Se, para um certo 
c € [a,b], a seqüéncia numérica (fn(c)) converge e se as derivadas fi, con- 
vergem uniformemente em [a,b] para uma função g então (fn) converge 
em [a,b| uniformemente para uma função f, de classe C+, tal que f' =g. 
Em resumo: (lim fn)' = lim fp, desde que as derivadas f}, convirjam uni- 
formemente. 


Demonstração: Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, para cada n € Ne 

todo x € [a,b] temos f(x) = fu(c) + f fa (t)dt. Fazendo 
n — oo vemos, pelo Teorema 3, que existe f(x) = limn»co fn(z) e vale f(x) = 
Fo) + Je g(t)dt. Além disso, pelo Teorema 1, g é contínua logo (novamente 
em virtude do Teorema Fundamental do Cálculo) f é derivável e f(x) = g(x) 
para todo x € [a,b]. Em particular, f’ é contínua, isto é, f é de classe C. Resta 
apenas provar que a convergência fn — f é uniforme. Ora, 


|fa(z) - f(z)l € Pale) - Ho + f IJa) — g(g)ldt. 


Como f} — g uniformemente, resulta daí que fn — f uniformemente. o 


A seqüência de funções fn(z) = sen(nz)/n converge unifor- 
memente para zero em toda a reta. Mas a seqüência de suas 
derivadas fp(x) = cos(nx) não converge, sequer simplesmente, em intervalo 
algum. (Todo intervalo contém um número da forma x = mm/p, com m, p 
inteiros. Então cos(nx) assume infinitas vezes os valores 1 e —1.) 


Exemplo 9. 


Os teoremas acima, no caso de uma série 57 fn, assumem as seguintes 
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formas: 


1. Se $5 fn converge uniformemente para f e cada fn é contínua no ponto a 
então f é contínua no ponto a. 


2. Se cada termo fn: X — R é uma função contínua, com fn(x) > 0 para todo 
x € X e a série 5^ fn converge para uma função contínua f: X — R no 
compacto X então a convergência é uniforme. 


3. Se cada fn: [a,b] — R é integrável e 55 fn converge uniformemente para 
f:la,b] > R então f é integrável e (27 falede = Y; f? fa(z)dz. 


4. Se cada fn:[a,b] — R é de classe C', se E fa converge uniformemente 
em [a,b] e se, para algum c € fa, b], a série > fn(c) converge então Y^ fr 
converge uniformemente para uma função de classe C! e O fay =D fA. 


Exemplo 10. ^ Asérie577- 5 2?/(14-22)^. cujos termos são funções contínuas, 
definidas em toda a reta, converge para a soma 1 3-22, para todo 
t£ 0. No ponto x = 0, todos os termos da série se anulam, logo sua soma é 
zero. Segue-se que a série dada converge simplesmente em toda a reta mas a 
convergência não é uniforme, pois a soma é uma função descontínua. . 


O teorema básico sobre convergência uniforme de séries de funções, de- 
monstrado a seguir, não tem análogo para segiiências. 


Teorema 5. (Teste de Weierstrass.) Dada a segiiência de funções fa: X — 
R, seja 55a» uma série convergente de números reais ün > 


0 tais que |fn(x)| < an para todo n € N e todo z € X. Nestas condições, 
as séries 5^ |fn| e >) fn são uniformemente convergentes. 


Demonstração: Pelo critério de comparação, para todo z € X a série D lfa) 


( e portanto a série 5^ fn(x)) é convergente. Dado £ > 0, existe 
no € N tal que 55, a4 < E. Pondo 


Rna) = M falo) e rna) 2 Y. fatz), 


k>n k>n 
tem-se imediatamente [rn(x)| < Rn(£) < Pena < € para todo n > no. 
Logo 57 |fn| e >) fa são uniformemente convergentes. o 


3. Séries de potências 


As funções mais importantes da Análise podem ser expressas como somas 


REFA Y 


de séries da forma 


Ha) S st To)” = do + as(z — 20) +-+- + an(2 = £o)? +. 
n=0 


Estas séries, que constituem uma generalização natural dos polinômios, são 
chamadas de séries de potências. 


Para simplificar a notação, trataremos de preferência o caso em que zo = 0, 
isto é, as séries de potências do tipo 


co 
Sanz" = +mz+ tan + : 
n=0 
O caso geral reduz-se a este pela mudança de variável y = x — xo. Os resul- 
tados que obtivermos para as séries $^,» 9 @nx” podem ser facilmente adaptados 
para o caso $77 o àn(z — T0)”. 
O primeiro fato a destacar sobre uma série de potências Epy an (x — co)” 
É que o conjunto dos valores de x para os quais ela converge é um intervalo de 
centro zo. Esse intervalo pode ser limitado (aberto, fechado ou semi-aberto), 
igual a R ou até mesmo reduzir-se a um único ponto. Isto será demonstrado logo 
a seguir. Antes vejamos um exemplo que ilustra todas essas possibilidades. 


Exemplo 11. Pelo teste de d' Alembert, a série 3) z” /n! converge para todo 

valor de x. A série SI(-D"/(2n + 1)]z?"*? converge se, e 
somente se, x € [-1,1]. A série »;[(—1)^*1 /n]z” converge se z € (-1,1] e 
diverge fora desse intervalo. O conjunto dos pontos x € R para os quais a 
série geométrica 3) x” converge é o intervalo aberto (—1, 1). Finalmente, a série 
3) n?z" converge apenas no ponto x = 0. 


Dada uma série de potências >) anz”, a localização dos pontos x para os 
quais ela converge se faz por meio do teste de Cauchy (Teorema 6, Capítulo 4), 
o qual põe em evidência o comportamento da seqüéncia (Jan |). 

Se a seqüéncia ( %/Jan|) é ilimitada então a série $5 an x” converge apenas 
quando x = 0. Com efeito, para todo z # 0 a segiiência de números %Jana”!| 
|z| 3/lan] é ilimitada e o mesmo ocorre com |anx”!|, logo o termo geral da série 
Sanz” não tende a zero. 


Se, entretanto, a sequência ( */ [az |) é limitada então o conjunto 


R= {p > 0; Vlan] < 1/p para todo n € N suficientemente grande ) 


é não-vazio. Na realidade, é fácil ver quesepe Re0< z< pentioz c R. 
Logo R é um intervalo, do tipo (0,r), (0, r] ou (0, +00), onde r = sup R. O 
número r é chamado o raio de convergência da série Y anz”. (Convenciona- 
remos escrever r = +oo quando R for ilimitado.) 


O raio de convergência r da série de potências 5^ anz” goza das seguintes 
propriedades: 


1) Para todo z € (—r,r)a série Sana” converge absolutamente. Com efeito, 
tomando p tal que |z| < p < r temos Vlan] < 1/p, e conseqüentemente 
Vlanz^| = Jel Yan] < Ix|/p < 1, para todo n € N suficientemente 
grande. Logo 3^ ang” converge absolutamente, pelo teste de Cauchy. 


2) Se |x| > r então a série Y a4 z^ diverge. Com efeito, neste caso Iz| € R, 
logo não se tem v/las| < 1 /|x| para todo n suficientemente grande. Isto 
significa que V/[as] > 1 /lal, e conseqüentemente |anz^| > 1, para uma 
infinidade de valores de n. Logo o termo geral da série $ anz” não tende 
a Zero, e ela diverge. 


3) Se z = xr, nada se pode dizer em geral: a série Y anz” pode convergir ou* 
divergir, conforme o caso. 


4) Seexistir L = limpo Wlan]entãor =1 /L. (Entendendo-se que r = +00 
se L = 0.) Com efeito, para todo p € R existe no € N tal que n > ng — 
Vlan] < 1/p. Fazendo n > oo obtemos L < 1/p, donde p < 1/L. Segue- 
se que r = sup < 1/L. Supondo, por absurdo, que fosse r < 1/L, 
tomaríamos c tal quer < c < 1 /L, donde L < 1/c. Pela definicáo de 
limite, teríamos Yan] < 1/c para todo n suficientemente grande, donde 
ce Redaíc< r, uma contradição. Logo r = 1/L. 


Podemos resumir a análise feita acima no 


Teorema 6. Uma série de potências Z ang”, ou converge apenas para 


z = 0 ou existe r, com 0 < r < too, tal que a série con- 
verge absolutamente no intervalo aberto (=r,r) e diverge fora do intervalo 
fechado [-r,r]. Nos extremos —r e r, à Série pode convergir ou divergir. 
Se existir L = lim V/las| então r = 1/L. O número r chama-se o raio de 
convergência da série. Além disso, tem-se 0 < p <r es Yan] < 1/p 
para todon € N suficientemente grande. 


Observação. ^ 'Segue-se do Teorema 7, Capítulo 4, que se os coefi cient fin, 
forem diferentes de zero e existir lim [an,1]/lan| = L, então o 
raio de convergência da série Sant” ér = 1/L. 


Uma série de potências $` ang” converge uniformemente 
em todo intervalo compacto [-p, p], onde 0 < p < raio de 
convergéncia. 


Teorema 7. 


Demonstração: A série 5^ anp” é absolutamente convergente e, para todo zE 
[-p, p], tem-se |anz"| < |an|0”. Pelo teste de Weierstrass 
» Dl; < 


éri i intervalo 
(Teorema 5), segue-se que a série 5) anx” converge uniformemente no inte: 
[-e. p]. 


Corolário. Ser > 0éo raio de convergência da série Y? ang”, a função 
f:(-r,r) > R, definida por f(x) =} anz”, é contínua. 


Exemplo 12. A série DT ang” pode não convergir ünifgimeiienite em todo 
o intervalo (—r,r), onde r é o raio de convergência. Isto é 
claro no caso da série 5) z^ /n!, cujo raio de convergência é infinito, para a qual 
ralz) = Okon gh fk! > aH. /(n + 1)! quando g é positivo. Dado E > 0, não 
importa qual n se tome, é impossível ter rn(£) < € para todo x positivo. 


(Integracáo termo a termo.) Seja r o raio de convergência da 
série de potências 3 ang”. Se [o, 8] C (—r,r) então 


8 Ty n+1 N- 
f (Y anz”)de=57 n. (B Tig), 


Demonstração: A convergência de 5^ an x” é uniforme no intervalo [œ, 6] pois 
se escrevermos p = max(Ja!, |8|} < r teremos [o, 8] C [- p, p]. 
Logo é permitido integrar termo a termo, pelo Teorema 3. 


Teorema 8. 


(Derivacáo termo a termo.) Seja r o raio de convergéncia da 
série de potências So Una”. A função f:(-r,r) Es R, 
definida por f(x) = 175.9 ànz^, é derivável, com f'(z) = Ene n: Gil" 

e a série de potências de f'(x) ainda tem raio de convergência r. 


Teorema 9. 


1 1 n=l y 
j i ê érie >. m À qual 
Demonstração: Seja r’ o raio de convergência da série $in»; nay," ^! , a qua 


n=l a mat pr 
converge se, e somente se, 7-54. nag = nq Pani 


converge. Logo r' é também o raio de convergência desta última série. Abre- 
viemos a expressão “para todo n suficientemente grande" por “n >> 1”. Se 
0 « p « r então, tomando c com 0 « p<e<r,temos V/[as| < l/e,n » 1. 
Por outro lado, como lim %n = 1, vale Vr < c/p,n >> 1. Multiplicando as 
duas últimas desigualdades, vem */Inas| < 1/p,n >> 1. Portanto, 0 < p < 
T — 0 « p « r'. Como é óbvio que 0 < p < r’ => 0 < p < r, concluímos 
que r = r'. Assim, as séries de potências Enzo MT” e n>; nans”! têm o 
mesmo raio de convergência. Fixado qualquer z € (—r,r), tomamos p tal que 
|z| < p <r. Ambas as séries convergem uniformemente em [—p, p] logo, pelo 
Teorema 4, temos f'(x) = Eps; nasa? 


Corolário 1. Seja o raio de convergência da série de potências Y^ ana”. 
A função f:(—r,r) > R, definida por f(x) = 5 anz”, é de 
classe C^. Para quaisquer x € (-r,r) ek € N tem-se 

fO) = X n(n—1)...(n — k+ Dansk, 


nzk 


Em particular, ay = f 2(0)/kt. 


Portanto, ao + a2 + --- + ang” é o polinômio de Taylor de ordem n da 
função f(x) = 5) anz” em torno do ponto x = 0. 
Corolário 2. Unicidade da representação em Série de Potências.) Sejam 
ant” e 5^ bra” séries de potências convergentes no in- 
tervalo (-r,r) e X c (—r,r) um conjunto tendo 0 como ponto de acu- 
mulação. Se Y ant” = S bnr” para todo z € X então an = bn para todo 
n 20. 


Com efeito, a hipótese assegura que as funções f, g: (-r,r) > R, definidas 
por f(x) = Dans” e g(x) = bnz”, têm as mesmas derivadas, f™(0) = 
9^(0) n = 0,1,2,.... Logo an = fM(0)/n! = 99 (0)/n! = bn para todo 
n.2 0. $ 


4. Funções trigonométricas 


Mostraremos agora, de modo sucinto, como se podem definir precisamente 
às funções trigonométricas sem apelo à intuição geométrica. 


As séries de potências 


E z (-1)" 2n A c (1)? 2n+1 
c(z) E En z 5 (=> par” 2 


têm raio de convergência infinito logo definem funções c:R >» R e s:R > R, 
ambas de classe C9. 

É imediato que c(0) = 1, s(0) = 0, c(—x) = c(z) es(—z) 
vando termo a termo, vem s'(z) = c(x) e c(x) = —s(z). 


A função f(x) = c(z)? + s(z)? tem derivada igual a 


s(z). Deri- 


2cc' 4-2ss' = —2c842cs = 0, 
logo é constante. Como f(0) = 1, concluimos que c(z)? + s(x)? = 1 para todo 
m cR. 


De maneira análoga se provam as fórmulas de adição 


sz +y) = s(x) cly) + elx) s(y), 


cl +y) = clx) c(y) — s(x) sty) 


Basta fixar y € R e definir as funções f(x) = s(z +y) ^s(z) c(y) — c(z)s(y) 
e g(x) = c(< + y) — c(x) cly) + s(z)s(y). Tem-se f' = geg’ = —f. Daí 
resulta que f? + g? têm derivada identicamente nula, logo é constante. Como 
f(0) = g(0) = 0, segue-se que f(x)? + g(x}? = 0 para todo x € R. Portanto 
f(x) = g(x) = 0 para todo x € R e as fórmulas estão provadas. 


Afirmamos agora que deve existir algum z > 0 tal que e(x) = 0. Do 
“contrário, como c(0) = 1, teríamos c(x) > 0 para todo x > 0 e, como c éa 
derivada de s, a função s seria crescente na semi-reta R*. Então, para qualquer 

z > 1 valeria c(z) = c(1) — f? s(t)dt > 0, donde c(1) > f7 s(t)dt > s(1)(z — 1), 

a última desigualdade resultando de s ser crescente. Mas a desigualdade c(1) > 

s(1)(x — 1) para todo x > 1 é absurda. (Note que s(1) > 0 pois s é crescente.) 
“Logo deve existir algum z > 0 para o qual c(z) = 0. 

O conjunto dos números x > 0 tais que c(z) = 0 é fechado porque c é 
contínua. Logo possui um menor elemento, o qual não é zero porque c(0) = 1. 
Chamaremos 7/2 este menor número positivo para o qual se tem c(x/2) = 0. 


Veremos agora que as funções c(x) e s(z) são periódicas, com período 27. 
Com efeito, a segunda fórmula de adição dá: e(2x) = c(z)? -s(z)? = 2e(x)2—1, 


logo c(m) = —1,e c(27) = 1 e daí s(m) = s(27) = 0. Novamente as fórmulas de 
adição mostram que s(z +27) = s(x) e c(z +27) = c(z), o que prova a alegação 
feita. 


As notações usuais para estas funções são c(x) = cosx e s(x) = sena. 


Este pequeno resumo justifica o uso das funções sen x e cos g em Análise. 
A partir daí se definem as demais funções trigonométricas da maneira habitual: 
tg £ = sen z/ cosz, sec x = 1/ cosz etc. 


Em particular, lima o sen z/z = 1 porque, sendo sen O = 0, este limite é a 
derivada de sen x no ponto x = 0, a qual é igual a cos0, ou seja, 1. 


5. Séries de Taylor 


Quando a série de potências © as (zx — xo)" tem raio de convergência r > 0, 
diz-se que ela é a série de Taylor, em torno do ponto zo, da função f: (xo — 
T, Zo +r) — R, definida por f(x) = >) on(x — zo)". Esta denominação se deve 
ao fato de que a soma dos primeiros n.-- 1 termos desta série constitui o polinômio 
de Taylor de ordem n de f no ponto xp. Veremos agora as séries de Taylor de 
algumas funções conhecidas. Às vezes a série de Taylor de uma função em 
torno do ponto xo = 0 chama-se “Série de Maclaurin” mas não adotaremos esta 
terminologia. 


' 1. Funções seno e cosseno 


Suas séries de Taylor em torno do ponto x = 0 são 


- " 45 ai 22 gx 
snr=1-qtgo- e csr=l-D+G- 


em virtude da própria definição dessas funções. 


2. Função 1/(1 — z) 


A série de potências 1 + 2 + z? +--- é uma série geométrica. Ela converge 
para a soma 1/(1 — x) quando |z| < 1,e diverge quando |x| > 1. Logo é a série 
de Taylor da função f:(-1,1) — R, definida por f(x) = 1/(1 — z). 


Segue-se que 1 ~g +g? — -= Sono (7 1)? 2" é a série de Taylor da função 
1/(1 + x), convergente para |x] < 1 e divergente se |z| > 1. 


Também resulta daí que 1 — z? + z* —... = 3 a>o(—1)"a?” é a série de 


Taylor da função g(z) = 1/0 + 42) em torno do ponto x = 0. A eun 
a função g: R — R está definida para todo x € R porém sua série de Taylor 
converge apenas no intervalo (—1, 1). (Este fenômeno está ligado ao fato de que 
a função de variável complexa g(z) = 1/(1 + 2?) não está definida nos pontos 
z = +y], ambos de valor absoluto igual a 1.) 


Se desejarmos desenvolvimentos finitos poderemos escrever respectiva- 


mente 

1 auf "Pr qn ud 
E DERE PERITO £ 

" l E (Hg E 
ma! T+ +( ) 1 1+£ E 

1 Ejire 

21-2340 (-1)^27P 4 a TER. 

1+ g? k 


Em cada uma das expressões acima, a última parcela é o resto-da fórmula 
de Taylor. Com efeito, se chamarmos r,s e ¿ essas últimas parcelas, vemos 
facilmente que 

pa E ia 80D" 9I og 
db qn 250 q^ ggg 


3. Função exponencial 


A série Vo 2” /n! converge para todo x E, logo a função f:R > R, 
definida por f(x) = Nico 7^ /n4, é de classe Ce. Derivando termo a termo, 
vemos que f'(z) = f(x). Como f(0) = 1, segue-se do Teorema 10, Capítulo 
11, que f(x) = e” para todo x € R. Portanto 

22 43 
l QUEE p pu 
é a série de Taylor da função exponencial em torno do ponto x = 0. 


4. Função logaritmo 


Como log z não tem sentido para x = 0, consideraremos à função log(1- n). 
"ST T Mr 
definida para todo x > —1. Por definição, log(1--z) = fg dt/(1+t). Integrando 
termo a termo a série de Taylor de 1/(1 + x), vista acima, obtemos 
xr? xz) cx 


oo i47 
nui 
log(1 +2) =% 3*3 1 Bem MC "E 


série de Taylor de log(1 + x), convergente no intervalo aberto (—1,1), pois 1 é 
seu raio de convergência. Acontece que, pelo Teorema de. Leibniz (Teorema 
3, Capítulo 4) esta série converge também para x = 1 (mas diverge para x = 
—1). Seria interessante saber se a função f:(—1,1) — E, definida por f(x) = 
$7n21(7 1)" *!z" /n, a qual coincide com log(1 + x) quando |x] < 1, também 
coincide com log(1 + x) no ponto x = 1. Isto é verdade, conforme mostraremos 
agora. Com efeito, integrando termo a termo o desenvolvimento finito de 1/(1 + 
x) visto acima, obtemos (indo até a ordem n em vez de n + 1): 
2 3 


log(l+a)=2- 242- yao + Tn(z) 
2 3 n rm B 


onde 


rala) = o f i4 


Para z = 1, temos |rn(1)| € h Pdt = a. 
Portanto im Tn (1) = 0. Segue-se que 
—o0 
101 (=P 

lg2-1-z4z--- zu 

og 2 + 3 + n sb 
Esta é uma expressão interessante de log 2 como soma de uma série alternada. 
Ela mostra que a série de Taylor 575... (—1)" 127 /n representa log(1 + x) no 
intervalo (—1, 1]. 


5. Função arctg x 


Sabe-se do Cálculo que a função tg: (—7/2, 7/2) — R é uma bijeção C%, 
com derivada positiva, e que sua inversa arctg: R > (—7/2, 7/2) tem derivada 
igual a 1/(1--2?), para todo x € R. O desenvolvimento de tg x em série de Taylor 
é complicado, enquanto o de arctg x é bem mais simples, por isso O exporemos 
agora. Temos arctgz = fo dt/(1 + £^), para todo z € R. Quando |z| < 1, 
podemos integrar termo a termo o desenvolvimento de Taylor de 1/(1 + z?) 
visto acima, obtendo ` P 


ri? g qnl e qnl 
t x aca eb 1” hou n ; 
arctg mz 3*5 (-1) om 24 1) mF 


Este argumento (integração termo a termo) garante a validez da igualdade acima 
quando —1 < x < 1. Acontece que a série em questão converge também nos 
pontos x = lez = —1. E natural, portanto, esperar que o desenvolvimento de 


nxetg x em série de Taylor seja válido em todo o intervalo fechado [~1, 1]. Para 
ver isto, integramos o desenvolvimento finito de 1 / + 2?) obtendo 


x q5 "EL zm 
antgp-z—- +70" HOD p= + Tlm), 
T pn 
-(-10 |] — dt. 
onde ra(z) = (—1) f Ë 


Para todo x € [-1, 1] temos 
izl ign " 
2n e D E DN 
patos f td = mano eT 


logo limn—oo rn (x) = 0, portanto vale a igualdade 


oo " qn 
arctg £ = Yc»5 on FÃ 
n=0 
para todo x € [-1, 1]. Em particular, para z = 1, obtemos à fórmula de Leibniz 
mo. 1,1 d 
nada s T" 


6. Exercícios 


Seção 1: Convergência simples e convergência uniforme 


1. Mostre que a seqüência de funções fn: 10, +00) — R, dadas por fn(x) = 
x” /(1 + x”) converge simplesmente. Determine a função limite, mostre 
que a convergência não é uniforme. 

2. Prove que a seqüência do exercício anterior converge uniformemente em 
todos os intervalos do tipo [0,1 — ô] e [1 + ô, +00), 0 < <i. 

3. Prove que a série 355. £? (1 — g”) converge quando pertence ao intervalo 
(=1,1]. A convergência é uniforme em todos os intervalos do tipo [-1 4 
6,1— 6], onde 0 < ó < 1/2. 

4. A fim de que a seqüéncia de funções fn: X — R convirja uniformemente, 

é necessário e suficiente que, para todo £ > 0 dado, exista no € N tal que 

m,n > no > |fm(x) — fn(x)| < £ qualquer que seja c € X. (Critério de 

Cauchy.) 

Se a segiiência de funções fn: X — Rconverge uniformemente para hX- 


ad 


R, prove que f é limitada se, e somente se, existem K > 0 e No E N tais 
que n > ng > |fn(2)| < K para todo z e X. 


6. Se a seqüéncia de funções f4: X — R é tal que f, dfo frz 


€ fa — 0 uniformemente em X, prove que a série >(-1)" fn converge 
uniformemente em X. 


7. Se Y^ | fn(2)] converge uniformemente em X, prove que 5^ fn(x:) também 


Secáo 2: 


l. 


converge uniformemente em X. 


Propriedades da convergéncia uniforme 


Se fn — f e gn — g uniformemente no conjunto X, prove que fn + gn — 
f +g uniformemente em X. Prove ainda que se f e g forem limitadas então 
fn: 9n — f - g uniformemente em X. Finalmente, se existir c > 0 tal que 
| gx) 2 cpara todo x € X, prove que 1/gn — 1/g uniformemente em X. 


. Sejap: R — Rum polinômio de grau > 1. Mostre que a seqüéncia de funções 
fn: R — R, dadas por fa(z) = p(z) 41 / ^, converge uniformemente para p 
em R porém (/2) não converge uniformemente para p2. 


- Seja a següéncia de funções fn: [0,1] — R, onde fn(z) = sen(nx)/vn. 
Prove que (fn) converge uniformemente para O mas a seqüéncia das deri- 
vadas fr, não converge em ponto algum do intervalo 0, 1]. 


- Mostre que a seqüéncia de funções Inlz) = x + 2º /n converge unifor- 
memente no intervalo [0,1] para uma função derivável ge a segiência das 
derivadas g, converge simplesmente em (0, 1] mas g' não é igual a lim g}. 


. Sejag: Y  Runiformemente contínua. Se aseqüéncia de funções fa: X — 
R converge uniformemente para f, com f(X ) C Y e fa(X) C Y para todo 
n € N, prove que go fn — go f uniformemente em X. Analise também a 
questão mais simples fn o g — fog. 

- Sejam X compacto, U aberto e f: X — R contínua tal que f(X) c U. 
Se uma segiiência de funções fn: X — R converge uniformemente para f, 
prove que existe ng € N tal que n > no > fn(X) CU. 


- Seumaseqüéncia de funções contínuas fn: X — R converge uniformemente 
num conjunto denso D C X, prove que (fn) converge uniformemente em 
X. 


: A seqüéncia de funções fn: [0,1] — R, falt) = na(1- x)", converge, 


10. 


Seção 3: 


l. 


m 


porém náo uniformemente. Mostre que, apesar disso, vale 


[ di. fa) = lim ( ^ et 


. Dada uma seqüéncia de funções fn: X — R, suponha que exista c € R tal 


que V/|fn(zx)) € c < 1 para todo x € X e todo n € N suficientemente 
grande. Prove que X |fn(z)| e 55 fn(x) convergem uniformemente em X. 
No exercício anterior, suponha que f(x) # 0 para todo n € N e todo x € X 


e, em vez de V/[fs(x)| € c < 1, suponha |frai(z)/ fn(z)| € c < 1 para 
todo x € X e todo n suficientemente grande. Obtenha a mesma conclusão. 


Séries de poténcias 


Seja r o raio de convergência da série de potências > an (x — xo)". Prove 
que se r €. R* então r = 1/L, onde L é o maior valor de aderência da 
seqüéncia limitada ( V//a5]). Assim, r = 1/(limsup anl). 


. Selim V/|as| = L, prove que as séries de potências 
n >: P 


o o 
> anr?” e D angot! 
n=0 n=0 


têm ambas raio de convergência igual a 1/ VZ. 


. Determine o raio de convergência de cada uma das séries seguintes: 


3507, Maz" e Dn un. 


Prove que a função f:(—r,r) — R, dada por f(x) = So Gn”, onde r 
é o raio de convergência desta série, é uma função par (respectivamente, 
ímpar) se, e somente se, ay = 0 para todo n ímpar (respectivamente, par). 
(Ver Exercício 2.4, Cap. 8.) 


. Seja 375.9 Gnix” uma série de potências cujos coeficientes são determinados 


pelas igualdades a9 = q = 1 € Gn41 = ân + an 1. Mostre que o raio de 
convergência desta série é igual a (—1 + V/5)/2. 


Prove que a função 


à 
f + f = 0 para todo x £ 0. 


está bem definida para todo x c Re que f" + 7 
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Sugestões e 
Respostas 


Cada uma das doze seções deste capítulo tem o mesmo título de um dos doze 
capítulos anteriores e contém soluções para exercícios propostos naquele capí- 


tulo. Em cada uma delas, a notação p.q significa o q-ésimo exercício da seção p 
do capítulo correspondente. 


1.2. 


13. 


14. 
1.5. 


2.1. 


2:2. 


2:3: 


Conjuntos finitos e infinitos 


O conjunto 4 dos múltiplos de m maiores do que n não é vazio pois (n + 1)m € A. Seja 
(q + 1)m o menor elemento de A. Se n não é múltiplo de m, qm < n < (q + Dm, 
logo n = qm +r, comr < m. Reciprocamente, sen = qm + r comr < m então 


(a + 1)m é o menor elemento de A, logo q está determinado univocainente, juntamente 
comm = n — mq. 


Seja k o menor elemento de X. Sen € X entáo n > k. Assim, ou n é múltiplo de k ou 


n — qk +rcomr < k. Ora, n e gk pertencem a X, logo r € X, o que é absurdo pois k é 
o menor elemento de X. Assim todo n € X é múltiplo de k. 


n«rz«nctl-z-ncd4ppoN-ncapznoalc- «absurdo. 


Seja X C NtalqeleXene X —n- 1€ X. Se X ÆN, tome k = menor 
elemento de N — X. Como 1 € X, tem-se k = p + 1, com p < klogo p € X. Sendo 
p+ 1 = k ¢ X, chega-se a uma contradição. 


Podemos supor Y C X C I4. Se fosse card Y = m > n, existiria uma bijeção entre Im 
e sua parte própria Y. 


Se Y = X Ù {a} onde a É X então P(Y) é formado pelas partes de Y que não contêm a 
mais as que contêm a. As primeiras constituem &(X) e as outras são em mesmo número que 
as primeiras, logo P(Y ) = 2.8(X). Esta é a base da indução sobre o número de elementos. 


Se X =X'Ula),a É X' então para cada função f’: X' — Y há n maneiras de estendé- 
la a uma função f: X — Y, correspondentes às n imagens possíveis f(a) € Y. Logo 


3.3. 


3.4. 


4.1. 


42. 
43. 
44. 


4.5. 


34. 


D my 


card F(X; Y) = card F(X’; Y) x n. Isto fornece a base para a indução em rn. 


Use a idéia de Euclides: supondo P finito, considere o produto de todos os números primos, 
some 1 a esse produto e obtenha um número n, O qual não pode ser primo, mas deve possuir 


um divisor primo. Chegue a uma contradição. 

Tome X, = N — I4 =conjunto dos números naturais maiores do que n. Então a € 
mia Xn significa que a é maior do que todos os números naturais. 

Para a injetividade de f use a unicidade da decomposição em fatores primos. Para a sobre. 
jetividade, dado k € IN, seja m o maior número natural tal que k é divisível por 2º”. Então 
h=Y 1, onde 1 é ímpar, logo | = 2n — 1. 

Tome g = 7 0 p, onde o: N — N x Né sobrejetiva e x(m, n) = n. 

Use o exercício anterior. 

A função f:Pn > Nº = Nx x N, definida por f(X) = (ma... ima) se 
X-(m <m « mn), éinjetiva, portanto Pn éenumerável, logo? = Usa Pa 
também é. 

Interprete cada subconjunto X C N como uma seqüéncia de zeros e uns, na qual o n-ésimo 
ternoélsen € X eOsen g X. 


Po FO) 


Nümeros reais 


jel < le -yl + ly] => lel — lvl < le- yl. Analogamente, 


yl — izl < le — vh logo [l| — li] = max{lel — lvl lvl lel) < le — yl- 


. Não use indução. Escreva (1+ z)?” = (1 +2e + 42)? e use a desigualdade de Bernoulli. 
. Segue-se de 2.2. 

E 2 
. Note que f (à) = aM + bA + c onde a = 3292, 23 ty c Dr? 


Seja A = sup f- Tem-se f(x) X A, donde f(z)? < 42, para todo œ € X, logo 

sup(f?) < A2. Por outro lado, se c < A? então /c < A, logo existe z € X coi 
) 2 

Ve< f(x) € Aedaíe < f(x)? < A?. Portanto sup($?) = 42. 


2 r » 
Dez < (2— a?)/(2a-F 1) resulta a? + 2az +s < 2. Como < 1, tem-se x? < a, logo 


2 D D 
(ato? = a? + 2ar + a? < a? + 2az + x < 2. Por outro lado, de y < (b? — 2)/2b 


3.5. 


vem b? — 2by > 2 e daí resultam (b — y)? = b? — 2by + y? > 2eb(b — 2y) > 2, donde 

b — y > b — 2y > O. Estes fatos dizem que se X= {a> 0; a? < 2) então c = sup X 
22 

n&o pertence a X nem ao conjunto Y — {b > 0;b? > 2). Logo c“ = 2 


i inômi = g+ tm a lista 
A correspondência que associa ao polinômio p(z) = ao + eut c e E anel al 


(20,93; » an) é uma bijeção entre o conjunto P dos polinômios de coeficientes inteiros 
+01, 


3.6. 


1.2. 


13. 
1.5. 


1.6. 


23. 


24. 


2.5. 
2.6. 


2.7, 


Á M9 ed aves pA 


e grau X m e o produto cartesiano Z7" * = Z x .-- x Z, logo P, é enumerável. Daí 
o conjunto P = UM. 9 P, dos polinômios com coeficientes inteiros é enumerável. Para 
cada número algébrico o; escolha, de uma vez por todas, um polinômio pg de coeficientes 
inteiros que tenha œ como raiz. A correspondência œ > Pa define uma função do conjunto 
A dos números algébricos reais no conjunto enumerável P, tal que a imagem inversa de cada 
elemento de P é finita. Logo À é enumerável. 


Sejam o = inf I e 8 = sup I, convencionando que « = —oo (respect.,8 = +00) se 
I for ilimitado inferiormente (respect. superiormente). Basta provar que (a, 8) C I. Ora 
zx € (œ, p) — o « x < B = (pela definição de inf. e sup.) existem a,b € I com 
a < æ < blogo, pela hipótese, z € 7, 


Seqüéncias de nümeros reais 


Dado & > 0, existem ny, no € N tais que n > n1 => |x, —a| < cen » no => 
lyn — a] < e. Tome no = max(2ni,2n; — 1). Sen = 2k, entáo n > no > 
2k > 2n k>m |» — al [ex 
n > no 2k — 1 > 2ng — 1 
litar = a. 


al < & Sen = 2k — 1, então 
k >n [zn — a] = lux 


a| < e. Portanto 


Basta notar que ||æn| — lai] < |en — al. 


Para o conjunto B, tome uma decomposição N = Ny U N2 U- -- onde os Ny são infinitos 
2 a 2 disjuntos e ponha x, = k sen € Ny. Para o conjunto C, tome uma enumeração 
23,22,... En,” dos números racionais do intervalo [0, 1]. 


Para a suficiência, tome sucessivamente € igual a 1, 1/2, 1/3, -- 
ng <--- com za, — a| < 1/k. 


è obtenha nı < na < 


Existe e > Otal que |z; — a| > e para um conjunto infinito Nº de valores de n. 
Por Bolzano-Weierstrass, a subseqüéncia (£n )nen possui uma subseqüência convergente: 
Nº C N elimnen” zm = b. Tem-se |b — a| > e logo b Æ a. 


Seja a o único valor de aderência de (En). Tem-se lim £n = a em virtude do exercício 
anterior. 


A segiiência dada tem o único valor de aderência O mas não converge pois é ilimitada. 
Sejaa < b. Como a média aritmética é maior do que a média geométrica, tem-se a < 21 < 
£5 << y2 < yı < b. Logo existem z = lim z, e y = lim yn: Fazendo n — oo 
em yn+1 = ($a + yn)/2. vem y = (£ + y)/2, donde s = y. 

(a) Tomando € = 1, vê-se que existe no € N tal que [Em — al « 1 para todo m > no, 
onde a = 24,41. Então os termos da sequência pertencem ao conjunto (21,... , Eng} U 
[a — 1, a + 1], que é limitado. 

(b) Se limpen z4 = celimen” 4 = b com la — b| = 3e > O então existem 


Voyov v 


3.1. 
EH 


3.5. 


3.6. 
3.7. 
4.1. 


42. 
43. 


44. 
45. 


índices m e n arbitrariamente grandes tais que [zm — a| < ce zm — b| < e. Como 3: 

ja — | € |a — zm |t Itm ~ 2414 len — b| < 2e 9m. gn), donde |zm — z«| > £ 
conclui-se que (£n ) não é uma sequência de Cauchy. 

(c) Segue-se dos ítens anteriores e do exercício 2.4. 


Observe que 1 < "tgn < yn. 


; are. 
A segiiência é crescente pois 21 < T2 €, supondo Zn -1 < En Vem zy = à +Un- € 


a d Xa = si donde zx, < z444. Além disso, sec éa raiz positiva da equação 
a^ — x — a = 0, ou seja, c) = a + c, tem-se Tn < c para todo n. Isto é verdade para 
n = le, de £n < c resulta z241 —actz,cetc- c? logo £n+1 < C. Portanto 
existe lim £n. Fazendo n — oo na igualdade 22 4 = a + Tn Vê-se que lim £n = c. 


Note que z2 = 1/(a + 21) eza = M(o + 13) = (a + 23)/(a? + am + 1). Tem-se 
zı > c= 1/la + ¢) > 1/(a + z1} = x2. Além disso, 21 3 zo = l/(a 21) > 
zıla+zı)> 1 => (multiplicando por a e somando 71)=> ala? ram 1) > A = 
zı > (a + 21)/(à? + axı + 1), logo z; > z3 > c> $2. Analogamente se vê que 
zı > T3 > € > 34 > T2 eê assim por diante. Portanto existem lim z95—1 m Se 
lim zan =. A relação z&42 = (a + tn)/(a2 + ama + 1), por pise ao limite, 
fornece € = (a--£)/(a?-Fa£ +1) em = (a+n)/(a? + an + 1), logo £? a£ 1 = 0 
em +an-1=0. Como £ e y são positivos, vem É = 9 = c. 


Observe que yn+i = 4 + Tr- 
Basta observar que 24,41 = 1/(1 + £n). 


i 1 
Pelo Exemplo 9, dado arbitrariamente 4 > O, existe no € N tal que n > no > n: > 
A? > y/n! > Alogolim &n! = +00. 


Lembre que VA — VB=(A— B)/(VA + VB). 

on 
Para todo n suficientemente grande, nl/(n*.a^) > nl/(a^.a*) = n!/(a*)" logo 
limao nt/(nta?) = +œ. Pondo zn = (a?nl)/n”, obtemos 


En41/2n = a(n/(n + 1))”, portanto lim(za+1/2n) = a/e. Segue-se de Piom 
plo 8 que lim x, = +oosea > eelimz, = Osea < e. Quanto a ys = n “Zn = 
(nº .a” .n!)/n”, evidentemente lim y, = +00 sea > e. Quando a < e, o quociente 
unia We = [ln + D/n]t(an+1/2n) tem limite a/e < 1, logo lim y, = 0. 


Observe que [log(n + 1)/logn] — 1 = log(1 + 1/n)/ logn tende a zero. 


Sejam Xn = Zn41 — £n € Ya = Vno — Yn- Dado g > Ü,existe p € N tal que, para todo 
k € N, osnámeros Xp/Yp; "` » Xp+k/Yp+k pertencem ao intervalo (a-e, ae). Segue 


| sedo Exercicio 2.8, Capítulo 2, que (Xp +: - AX) (Yo: York) € (a6 adt). 


ou seja, (£p+e+1 — Tp)/(Yp+k+1 — yp) € (a — e, a + e) para este valor fixo de p c 
todo k € N. Divida numerador e denominador por yp+k+1: faça k — 00 e conclua que 


lim(za/ya) = a 


4.6. Conseqüéncia imediata do exercício anterior. 


4. Séries numéricas 


1-1. Observe que bj, = log 1 = log(a + 1) —loga. 


1,4. Agrupe os termos um a um, dois i 
s a dois, quatro a quatro, oito a oito, etc 
série harmônica. Rica 
1.5. Use o método do Exemplo 5. 
1.6. Para n suficientemente grande, logn < y/n. 


1.7. Observe que n- azn S anpi t: -+a < antl H 8—854— 0, logo nagn — De 
daí (2n)ag,, — 0. Tambémn:o2, , X ant- “Fan Sat =s—s 1>0 
logon- Gon => 0 donde 2n a5, ., — Qe (2n — l)ez4-i > 0. Assim, quer » seja 
par quer seja fmpar, vale lim, oo n ` an = 0. 


24. 
4. Observe que S2p < S4p < S6p <- < Sgp < 53p < 8p, que 2np < i < (2n + Dp 


S2np S $i S S(2n41)p €, finalmente, que S(2-1)p — 92np < p: z = d. 3 0 
np — Zn ` 


25: a Ibn] < B para todon > Qe X lan| = A. Dado e > 0, existe ng € N tal que 
n 2 no = bn] < e/24 e Jan] + lona | +--+ <e/2B. Entãon > 2ng > 


les] Ez laobn deesse angbn-ng + anotibn-ngo—~1 a up andol 
< n d 
S (lao| - --- + lano |) zr + (lans | +--+ lan )-B 


É E 
M 24 + 58? =e, portanto lime, = 0. 


2.7. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, 


PS 37537 


i=1 


para todo n € N. 


2.8. Se Mas é absolutamente convergente então qualquer soma finita S de termos a, está 
compreendida entre p e —q, onde, na notação da demonstração do Teorema 4 p= » p.e 
g E S an- Reciprocamente, se as somas finitas de termos an formam um Sous; imitado 
então, em particular, as reduzidas das séries Y p, e 37 qm são limitadas, logo estas duas 
séries são convergentes e $^ an converge absolutamente. 


3.3. Não hã dificuldade em usar o teste de Cauchy. O teste de d'Alembert leva qm 
ün 


ED a) (eon T 


n 
ll logn ) - O primeiro fator tem limite zero, O segundo tem limite 
1/e, logo basta provar que o terceiro fator é limitado. Paran > 3, temos [(n + 1)/n]* « 
portanto (n 4- 1)^ < sn € tomando logarítmos, n.- log(n +1) < (n.+1) log n, donde 


Secáo 5 Algumas noções Lopohigioan 


log(n-- 1)/logn < (n+1)/n. Então (log(n-4-1)/ logn)? < ((n-- 1)/n|* < e, 
portanto lim(a441/a4) = 0. 


3.4, Ponha zn = £122... 2n e use o Teorema 7. 
3.5. -1«z«1,2—0,—co0«z«-ooz—0,-1£z&1l 


4.1. Some os primeiros termos positivos até que, pela primeira vez, a soma 
seja > |primeiro termo negativo] +1 e depois some um só termo negativo. 
Em seguida some os termos positivos, em sua ordem, até que a soma pela 
primeira vez seja > |segundo termo negativo] +2 e aí some um só termo 
negativo. Prossiga. Essa ordenação dos termos faz a soma da série ficar 


+00. Analogamente para —oo. 


4.2. Após cada termo positivo ponha os 4 primeiros negativos ainda não usados. 


4.3, (a) Dado € > 0, seja Jı C N finito tal que Jı C J C N, J finito, impliquem 
|s — 224c; On] < £. Tome Jo C N finito tal que (Jo) = h. Então 
J 2 Jo => (J) D e(Jo) = Ji. Portanto Jg C J CN, J, finito implicam 


s Yoon s S eot) 5 »» Qm| € €. 


nes neJ m€e(J) 


(b) Por simplicidade, para cada J C N finito, seja sy = 5D,ey &n: Tendo em 
vista o Exercício 2.8, basta provar que o conjunto das somas sy, J C N finito, é 
limitado. Ora, dado e = 1, existe Jo C N finito tal que J D Jo > [s — s;| < 1. 
Escrevendo à = J peg, |a«|, vê-se que, para todo J C N finito, vale |s — sj] = 
|s — $049 — $3,-7| < 14-05 logo sy pertence ao intervalo de centro s e raio l+a. 


(c) Sejam s = J an = u— v,u = PPn, v = } qn, como na demonstração 
do Teorema 4. Para J C N finito, sejam sy = 3.67 9n. uj = J nej Pn € 


Mn 


Vj = J neg d, donde s; = ug — vj. Dado e > 0, existe no € N tal que, pondo ' 


Jo = (1,...,no), J 2 Jo > lu — uj| < e/2, [v — v7| < &e/2, logo J D Jg = 
ls — sa| € ju — uj] + |v — v7] < e 


5. Algumas noções topológicas 


1.1. Para todo a € int X existe, por definição, e > O tal que (o - ca +) €. X. 
Basta provar que (a — &,a +€) C int X. Seye(a-sca-+e) soja ò o 
menor dos números positivos y — (a ~ £), (a+ €) — y. Então (y — 9,y 4 à): 
(a—&,a-FE) C X, logo y € int X. 


1.2. Se A não fosse aberto, existiria um ponto a € A que nào serin interior, 
Então, para cada n € N, poder-se-ia encontrar £n € (a — l/n,a 4 t/n) 
Zn € À. Daí img, = a. Contradição. 


15. &X=(0,1), &Y-(012, &Z-R, RW-W. 


1/O Sugestões e Respostas Cap. 13 


1.6. Sejam an < bn as extremidades de In. Então a; < ag X: X an € cb, E ob X 


2.1. 


2. 


23. 


2.4. 


2.5. 
2.6. 


22. 


ENA 


3.3. 


bi. Sea = supa, ef = inf bn, então œ = 8 => (I, = (a) pois a interseção não 
é vazia. Se œ < f entio c < z < B — a, « x < b, para todo mlogo (o, 8) C I. 
Por outro lado c < a — c < an para algum n => c € In => c € I. Analogamente 
B « c= c € I. Portanto (o, 8) C I C [o, 6]. Isto garante que 7 é um intervalo cujos 
extremos são a e 8. Como os Xn são dois a dois distintos, pelo menos uma das seqüéncias 
(an) e (bn), digamos a primeira, tem uma infinidade de termos distintos. Então, para todo 
n € N existe p € N tal que an < anp S & < B < bn logo œ € (as, bs) C la. 
Portanto « € F e 1 não é um intervalo aberto. ? 


Segue-se do Teorema 2 que D C X é denso em X se, e somente se, há pontos de D em 
todo intervalo (x — £, £ + £) com z € X. Sen é tão grande que k” > 1/e, os intervalos 
[m/&^, (m + 1)/k”] têm comprimento 1/k” < e logo, se m é o menor inteiro tal que 
zd e S (m--1)/k" certamente m/k” € (x — e, z + €). 


Sea € X então ou a € X ou toda vizinhança de a contém pontos de X e de R — X (a 
saber, o próprio a) logo a € fr X. 


Dizer que a É int X significa afirmar que toda vizinhança de a contém pontos que não 
estão em X, isto é, que a € R — X. 


Sejam X aberto e a € A arbitrário. Para todo € > ( suficientemente pequeno, (a — £, a + 
E) C X. Se nenhum desses intervalos estivesse contido em A, cada um deles conteria 
pontos de B e daí a € AN B, contradição. Logo existes > Otal que (a— ca +e) CA 
e A é aberto. Analogamente para B. Se X é fechado e a € A então a € X. Mas não pode 
sera € B pois isto faria AN B £ Ø. Logo a € Ae A é fechado. Analogamente para B. 


Se fr X é vazia então X D fr X e X N fr X = Ø, logo X é fechado e aberto. 


DeX CXUYeY C XUY veo X C XUYeY C XUY logo XUY C XUY. 
Reciprocamente, se a € XUY entioa = lim x, com zn € XUY. Para infinitos valores 
de m, Zn está em X (donde a € X) ou em Y (e então a € Y). Logoa € X UY. Portanto 
XUY C XUY. Além disso, de X OY C Xe XY C Y seguemse X NY C Xe 
XnY CY donde X NY C X NY. Se X = [0,1)eY = (1, 2] enào X N Y = Ø 
logo 2 =X NY c XNY = [0,1] n [1,2] = {1}. 


Rvidentemente, XU A C X. Reciprocamente, se a € X, então oua € X ou, caso 
contrário, toda vizinhança de a contém algum x, É a. Ponha ny = menor n € N tal que 
[£n — e| < 1, e uma vez definidos n3 < --- < ny com |x4, — a| < 1/4 ponha ng4ı = 
menor n € N tal que |en — a| < 1/(k + 1) e « |En, — al. Então lim zn, =a € A. 
Escolha em cada intervalo F da coleção um número racional rr. A correspondência I > ry 
é injetiva. Como Q é enumerável, a coleção é enumerável. 


Para cada y € X existe e, > Otalque (£ — ex + Es) NX = {z}. Seja Is = 


Seção 6 


(s — 64/2, € 4- &«/2). Dados x X y € X, seja, digamos, Es S Ey- Sez € ly D Iy entdo 
ja — z| < ex/2e|z — yl < ey/2, logo jæ -yl € le — z| + |z- yl < es/21 AE 
£y, donde z € I, contradição. 


3.4. Pelos dois exercícios anteriores, todo conjunto cujos pontos são todos isolados é enumerável. 


4.5. Se a não é ponto de acumulação de X então existe um intervalo aberto Z contendo a, tal gie 
INX C fa). Nenhum ponto de I pode ser ponto de acumulação de X. Logo R ED é 
aberto. Daí, X' é fechado. 

4.1. Sea É A então, pelo Exercício 1.7 do Capítulo 3, existe € > O tal que nenhum ponto do 
intervalo (a — e, a + €) pertence a A. Logo A é fechado. 

43. Fa = [n,+00)eLn = (0, 1/n). 

44. Sejao = inf {|z — y; € Ly € Y}. Existem seqüéncias de pontos Em € Xeya ex 
tais que lim [zz — yn| = œ. Passando a uma subsegiiência, se necessário, pode-se ip 
que liman = to € X. Como lyn] € lu — za] + xa), segue-se que (yn) é uma 
segiiência limitada. Passando novamente à uma subsegüéncia, vem lim ys = yo Er. 


Logo |xo — vol = 

45. Todo conjunto infinito limitado X admite um ponto de acumulação a. Se X é compacto, 
a € X. Os exemplos são X=N e Y=(1,1/2,... Mns]. 

4.6. É fácil provar que os conjuntos dados sáo limitados. Para mostrar que 5 é fechado, suponha 
que lin(z, + Yn) = Z, Tn; Yn € X. Existe N’ c N infinito tal que limsew Zn = 
zo € X. Então, como yn = {En + Yn) — Zn, existe limnen Yn = yo € X e daí 
z = limsew (En + ya) = To + Vo € S. A demonstração para D, P e Q se faz de modo 
análogo. 


5.1. Pertencem ao conjunto de Cantor os números 1/3 = 01 = 0,0222...; 
1/4 = 0,0202...; 1/9 = 0,01 = 0,00222... e 1/10 = 0,00220022... (de- 
senvolvimentos na base 3). 

5.2. Mostre primeiro que, dado um número da forma a = m/3” (que na base 3 tem desenvolvi- 
mento finito), existem v, y € K tais que w — y — & Depois note que, sendo K compactos 
o conjunto D dos números [a — y|, com x,y € K, é compacto. Como as frações m/3 
são densas em 10, 1). segue-se que D = [0,1]. 

5.4. Os extremos dos intervalos omitidos são os pontos de K que têm desenvolvimento finito em 
base 3. Os demais pontos de K são limites destes. (Exemplo:0, 20202... = lim x, onde 
zı = 0, 2; £2 = 0, 20; z3 = 0, 202 etc.) 


6. Limites de funções 


1.2. Basta provar que se £n: Yn € X — {a} e iman = limyg = a então lin f (4) 


lim f (y, ). Paratal, defina (zn) pondo Zon—1 = tn €Z2n = yn. Tem-se lim zn = a, logo 
n e edaílim f(x») = lim Jn) pois (F(z4)) e (F(yn)) são subsegiiências 
ad): 


1.5. Tome a € R com sena = ce ponha zn = 1/(a + 2mn). 


2.1. Basta i = 
notar que selimz, = ae zn > a para todo n € N então (z,) possui uma 


subsegiiência decrescente (convergindo para a, naturalmente) 


2.2. O mesmo que para O exercício anterior. 


2.5. O intervalo [^1 1]. Com efeito, se —1 € e X 1, tome uma Seqüéncia de nümeros 
Zn < O com Rai =0e sen(1/z,) = e para todo n. (Como no Exercício 1.5.) Então 
Flen) 2 ce/(1 2 /*^) tem limite c. 

3.1. Escreva p(z) = z^ [(ao/2) + (1/20 D 4... 4 (0r-1/2) + an]. 

3.2. Quando 2mn—$ X s X 2n+ 2 
$ t 2mn. Dadoc € R, existe no € 
Logo, para todo n > no, existe Xn 
limz, = +00 elim Flen) = c. 


; a função x sen 4 assume todos os valores de $—?zna 
i i 
N tal que 5-—2mn € c € 2«n-- $ paratodon > ng. 


€ an — Zo 2an + 5) tal que zn sen Zn = c. Então 


33. M; e me são funções monótonas de t (não-crescente e não decrescente. Tespectivament 
ambas limitadas. Logo existem limi, ss M = L, limi tom = le lim, w i 
L =L Como m, < ft) x M, para todo t > a, se lim ORAS 
lim; us fl) =L= Reciprocamente, se lim, us f(x) = A então, para todo 


e» Dexsie to atalque 4 — e < f(x) « A +E para todo x > t, logo Mi — m, < 2c 
Segue-se que lim M; = lim my e limay = 0. E 


wt = O então existe 


7. Funções contínuas 


1.1. Observe que (x) = 1 E: 
og ) = $lf(z)  e(z) + |f(a) 9(z)] e vle) = i0f(z) + (s) — 
L2. A = A; U A onde A; = {s € X; f(z) < o(x)) e Aa { 
Z : ; e A a E tje 
F = Fi N Fo oide Fi = {x € X; f(z) < g(z)} e Fa = fre ne p h 
1.5. Se f é descontínua no ponto a € R existem e > 0 e uma seqtiénci i 
e|f(z4) — f(a)| > e para todon EN. "Então, sa Ro 


4€ Xef(a) g f(x), logo f(X) € f(X). A recíproca é evidente. 


1.7. Certamente existem € > 0 e uma se 


“5 Ens... }, tem-se 


qüéncia de pontos z, € X tais que limz, — 

- z i : -ÁÀ-— 4e 
| a) Ha) e £ para todo n € N. Existe um conjunto infinito tm € n3 << 
nk € }de Índices n para os quais a diferença f 


m (Zn) — f(a) tem o mesmo sinal (di 
positivo). Então, escrevendo z} = Zn, temos f( (digamos, 


i zp) > f(a) + E para todo k € N. 
2.1. Fixe a € I. Pondo A = (x € I; f(z) = f(a)} e B = {z € X; fx) £ f(a)) tem:se 


Teyar P 


2.2. 


24. 


Do. 


3.1. 


52: 


3.3. 


34. 
3.5: 


41. 


I = AU B. Como f é localmente constante, todo x € A tem uma vizinhança disjunta de 
B, logo z € B. Assim AN B = Ø. Analogamente, AN B = Ø, portanto! = AU é 
uma cisão. Como a € A, segue-se que A É Ø donde À = T e f é constante. 


Suponha f não-decrescente. Dado a € intI, sejam | = limpsa- f(x) e 
L = lim, 54. f(x). Se f é descontínua no ponto a então | < L. Tomando z, y € 1 com 
z«axyezf(a)tadquel < z< L, tem-se f(x) « z < f(y) masz ¢ f(1),logo 
f(T) não é um intervalo. (Raciocínio análogo se a é uma das extremidades de 1.) 


Se f é descontínua no ponto a € I, existem e > 0 e uma segiência de pontos £n € £ tal que 
lim £n = ee (digamos) f(z4) > f(a) +. Fixandoc € (f(a), f(a) +e), a propriedade 
do valor intermediário assegura, para cada n € N, a existência de zn entre a e £n tal que 
f(zn) = c. Evidentemente o conjunto dos zn assim obtidos é infinito. Contradição. 


Defina ø: [0, 1/2] — R pondo y(x) = f(x + 1/2) — f(x). Então (0) + (1/2) = 0 
ogo existe z € [0, 1/2] tal que f(x) = f(z + 1/2). No outro caso tome 4: [0, 2/3] — 
R, (x) = f(x + 1/3) — f(x) e note que (0) + (1/3) + (2/3) = 0 logo Y muda 
de sinal e portanto se anula em algum ponto z € [0, 2/3]. 

Fixe arbitrariamente a € R. Existe A > Otalquea € [-A, A] e |z| > A => f(x) > 
f(a). A restrição de f ao conjunto compacto [— A, A] assume seu valor mínimo num ponto 
zo € [> A, A]. Como f(xo) € f(a), segue-se que f(xo) X f(x) para todo x € R. 


Basta observar que o conjunto das raízes x da equação f(x) = c é fechado e (como 
ima pos f(x) = +ocelimp os f(x) = —00) limitado. 
Como o intervalo [a, b] só tem dois pontos extremos, ou o valor mínimo ou o valor máximo de 


f (digamos, este) será assumido num ponto c interior a [a, b] e noutro ponto d € [a,b]. Então 
existe 6 > O tal que nos intervalos [c — ô, c). (c, c + 6] e (caso d não seja o extremo inferior 
do intervalo [a, 5]) [d — 6, d) a função assume valores menores do que f(c) = f(d). Seja A 
o maior dos números f(c— ô), f(c-- 6) e f (d — 6). Pelo Teorema do Valor Intermediário, 
existem x € [c—6,c),y € (ce+b]eze [d— 6, d) tais que f(x) = f(y) = J(z) = A. 
Contradição. 

Tome zo, z1 € [0, p], pontos em que f | [0, p] assume seus valores mínimo e máximo. 


Caso contrário, existiria € > O com a seguinte propriedade: para todo n € N, haveria 
pontos £n, Yn € X com |En — yn] > celf(zn) ~ f(ya)! > nlza — ya]. Passando a 
subseqüéncias, ter-se-ia lim z, = a € X e liM yn = b € X com |a — b| 2 ee 


+00 = lim|| f (æn) — f(yn)|/læn — ynl] = |f) — f(2)1/16 — al, 


Contradição. 


Se X não é fechado, tome a € X — X e considere a função contínua f:.X — IR, definida 
por f(x) = 1/(z — a). Como não existe lim, ,4 f (z), f não é uniformemente contínua. 
Por outro lado, N não é compacto mas toda função f: N — R é uniformemente contínua. 


42. Tome sn = An + 1/2m e yn = yna. Então lim(za — yn) = 0 mas (zm) — 


F(un)| = 1 para todo n EN. 


43. Pus todo z € X, tem-se p(z) = f(x) pela continuidade de f. Além disso, se 7 € X 
eZ = lmz, £n € X então p(z) = lim (za). Dado e > 0, dnd > 0 tal 
pa s - vl « d => |f(z) — f(y)| < «2. Sez,yeXelz—g[« 6, 
tem-se 7 = lim gn, Y = lim y, com TnsYn € X. Para todo n € N suficientemente 
me ucl [zs — ys| < 6 logo M (z4) = Hm) < &/2 e daí |e(z) — p) = 

m |f(z,) F(y«)| € €/2 < e. Portanto p: X — R é uniformemente contínua. 

44. Seja L = lim, ,+o0 f(x). Dado é > O existe B > Otal que z > B > | f(x) — L| < 
e€/4. Então £ 2 B, y > B = IF) - f()l s FACOREE? +IL— f()l < e/A4- 
€/4 = c/2. Analogamente, existe A > Otalquez < —A, y < -A => HORS] 
€/2. Por outro lado, como [-4, B] é compacto, existe 6 >0 tal que x,y € B B 
[e — y| < 6 = |f(2) — f(y)) < €/2. Sez < —Aey € EA B]; com Jz — yl E 5 
eme to) E S M) AAA) — fti) < ef2-cef2 = e porgue 
—A- € — 3| <ô. Analogamente, z — — impli: 
lf(z) = Fai < &. Logo f he HX deu : i f : d i 


8. Derivadas 


1.1. Escreva f(x) = f(a) + F(a)(z — a) + r(x) com T led H 
pondo n(x) = [f'(a) + r(z)/(» — a)] = MTO ep to Min pm A 


k k T—a 
continuidade de 7 no ponto a segue-se do Teorema 1. 


1.3. Note que 
Ham) F(z«) Fyn) — fla p= 
E mu cte du) | EA m)” 2-9 


pa Ü < tn < 1 para todo n, Basta tomar tn = (yn — a)/ (gy, — Zn). Na definição de 
lerivada, as secantes que tendem para a tangente no ponto (a, J(a)) passam todas por este 
ponto. Aqui, ambas extremidades variam. 


14. Tome f(x) — z?sen(l/a), Ü = = 
De (1/z), se x Æ e f(0) O. Ponha sn = l/zn eds = 


1.5. Recaia no Exercício 1.3. O exemplo pedido pode ser a função fla) = z sen(1/z) ou 
qualquer função par (f(x) = F(x)) que não possua derivada no ponto z = 0 


2.1. Pela Regra da Cadeia, as derivadas sucessivas de f paraz X Osãoo produto de e^ 1/2? 
por um polinômio em 1/z. No ponto z = ( tem-se f'(0) = limas a x 0, como 
se vê escrevendo 1/h = y. Supondo f'(0) =... = £9 (0) = 0 tem-se PEO) B 
limpo La) = limao Pa De Ur li NEP = 

E imao Q(1/A).e- /^* — 0, 


58: Ieri ; A ; 
5. Derive k vezes em relação a £ a igualdade f(tz) = t*. f(x) e obtenha SO (tao) gt = 


dd dobra even 


(k) 
k! f(x). Faça t = 0 e conclua que f(x) = LRO gk, 


3.1. Tome f(x) como no Exemplo 7. 


3.2. Para fixar idéias, suponha f" (c) > 0. Pelo Corolário 2 do Teorema 4, existe 6 > Ü tal que 
c-b<e<e<y<cró>Ff(z)<0<f(y). Entioc-6«z «c f(e) 
F(c) pois se fosse f(x) X f(c), como a derivada f'(x) é negativa, o valor mínimo de / no 
intervalo [z, c] não seria atingido nem no ponto x nem no ponto c mas num ponto z € (zr, e) 
portanto f'(z) = 0, contrariando o fato de z pertencer a (c — 6,c). Analogamente sc 
mostra que c < y < c+ ô = f(y) > f(c). Logo c é um ponto de mínimo local. Se fosse 
F” (e) < 0, c seria ponto de máximo local. 


3.3. Pelo Corolário 2 do Teorema 4, existe 6 > Otalquec Có «z «c«y «cct ó— 
f'(z) < 0 < f'(y), logo c é o único ponto crítico de f no intervalo (c — 6, c + 6). 


34. f" (c) = lim, oo ZEE = 0 pois f'(ca) = f'(c) = 0 para todo n. 


€ —C 

3.5. Seja M o conjunto dos pontos de máximo local estrito de f. Para cada c € M fixemos 
Te < scracionaistaisquer; < c < scez € (re, sc), £ e, — f(x) < f(c). Sede M 
é diferente de c então os intervalos (rc, sc) e (ra, Sa) são diferentes porque d É (re, sc) ou 
€ € (ra, sa). Com efeito, d € (rz, Se) > f (d) < f(c) ec € (ra,sa) > f(c) < f(d). 
Como Q é enumerável, a correspondência c > (re, 5e) é uma função injetiva de M num 
conjunto enumerável. Logo M é enumerável. 

4.1. Suponha À < B. Tome e > Ücom À +e < B — e. Existe ô > 0 tal quec — ô < x < 
c<y<ctói>g(z)<A+e<B-e< g(y). Em particular, gle — 6) < A +€ 
e g(c +8) > B — £ mas, tomando d Æ g(c) no intervalo (A + £, B — €), não existe 
x € (c— 6, c+ 6) tal que g(z) = d. Pelo Teorema de Darboux, g não é derivada de função 
alguma f: I — R. 


4.5. Um exemplo é f(x) = x?. Como cada ponto de X é limite de pontos de Y tem-se X C Y 
e daí X C Y. Por outro lado, Y C X pelo Teorema do Valor Médio, logo Y C X. 


4.6. As hipóteses implicam que f(x) é ilimitada superior e inferiormente. Com efeito, se [osse 
f(x) > A para todo x € (a,b), a função g(x) = f(x) — Az teria derivada > 0. 
logo seria monótona, limitada, logo existiriam os limites de g(z) (e consequentemente os 
de f(x)) quando z — a e z — b. Analogamente, não se pode ter f(x) < B para 
todo x € (a,b). Assim, dado qualquer c € R, existem pontos x e xz em (a, b) tais que 
f(m1) < c < f' (22). Pelo Teorema de Darboux, existe z € (a,b) com f'(x) = e. 


4.7. Sabe-se que f é não-decrescente. Se não fosse crescente, existiriam s < y em |a, b| com 


f(x) = f(y) e então f seria constante e f’ seria igual a zero no intervalo |x, y|. 


4.8. Supondo, por absurdo, que existissem a < bem I com |f (b) — f(a)| = o > 0, em pelo 
menos uma das metades do intervalo [a, b], digamos [a1, 51], teríamos |/(^i) — s(a) 
a/2. Prosseguindo analogamente chegar-se-ia a uma seqüência de intervalos [a,b] 5 


nw 


TEN if 


[e 5] 2-2 lan, bn] D+- comb, —a, = (b—2)/2" e|f (b) — f(a4)| > &/2”. 
Sean S c < bn para todo n, vale |f'(c)| = lim [f(b«) — f(as)|/(b — an) > 
of (b — a) > 0. o 


4.10. Para todo r % cem (a,b) existe z entre z e c tal que [f(z) — Hole — c) = duh 
Portanto f'(c) = lim, c [f(z) F(9]/(z — c) = lim, s f'(z) = L. 
4.11. Como f’ élimitada, existem lim, —a+ f(z)eliniy is. f (a). Para que valha a propriedade 


do valor intermediário para f, tais limites devem ser iguais a f(a) e f(b) respectivamente. 
(Cfr. solucáo de 4.1.) 


442. |f(z) — f(e)|/Iz — a] € efa — a^. Como a — 1 » 0, segue-se que f'(a) = O para 
todo a € T. Logo f é constante. 


4.13. Observe que [() — Fon) (am — En) = f'(z4) com zn entrez, e Yn, logo z4 — a. 
Pela continuidade de f’ no ponto a, o quociente tende para f'(a) 


9. Fórmula de Taylor e aplicações da derivada 


1.1. Seja f(z) = 1/(1—2) -l <z <1 Pondo p(h) =1+h+--.4 hºer(h) = 
KA 
h /(1 — h) tem-se r(h) = f(h) — p(h). Como p(h) é um polinômio de grau n e 
limao r(h)/h” = 0, segue-se que p(h) é o polinômio de Taylor de f no ponto 0, logo 
fO(O) = if para i — 0,1,... ,m. 

1.2. Como f(x) = z—a 4... (—1)ng9t5 4 (—1)* ig6n-?11 /( 1.26). segue-se que 
f(9 (0) = 0 se i não é da forma 6n + 5 enquanto que f? (0) = (—1Y"il sei = 6n 4- 5. 
Logo f (999 (p) = 0 e (2008) (0) = (—1)99 (2003)! = —2003t 

13. Tem-se f(x) = pa(z) + ra (x) onde pn (17) é o polinômio de Taylor de ordem n de f 
em torno do ponto z e, pela fórmula do resto de Lagrange, existe z entre x e zo tal que 
rne) = POHD (z)(g — ag) ! 

9)" /(n + 1)! logo [ra ()] < Xle — zott /(n + DE 
Segue-se que lim, oo rn(£) = O para todo z € I eo resultado fica estabelecido. 


1.4. Veja “Curso de Análise”, vol. 1, página 226. 


15. Se f € C?, escreva f(x) = Fla) + Falla - a) + Fla) (x — a)? + r(x), onde 
lim, s r(z)/(s — a)? = lim z'(z)/(z — a) = 0. Então plz) = f'(a) + fO = 
a) + rG)/(e — o) e (s) = P (0)/2 + r'(a)/(z — a) — r(z)/(s — a)?, logo 
limsa '(z) = f" (a)/2. Segue-se do Exercício 4.10 do Capítulo 8 que € Cl. Para 
f € C3, proceda de modo análogo. 


1.6. Pela Fórmula de Taylor Infinitesimal, pondo z = a 4- A, ou Sejaz —a = A, pode-se escrever 
a n * É, " : 
p(a +h) = 352 o (p) (a) /i)h' + r(A), onde r(h) tem suas primeiras n derivadas nulas 
no ponto 0. Como r(h) é um polinômio de grau < n (diferença entre dois polinómios), 
segue-se que r(^) é identicamente nulo. 


Secào 10 


A Integral de Hiamman 


1.7. Seja(z) = f(x)—g(z). Então: 1 — R é duas vezes derivável no ponto a, com q() 


p! 


23. 


24. 


2.5. 


2.6. 


2.8. 


3.1. 


2:2. 
33. 
34. 


10. 


2.1. 


His 


x 
O para todo z € I e(a) = v/(a) = 0. Então y(x) = v'(a)(z — a) cw" (a) (a 
a)? + r(x) com lim, 4 iS = 0. Dă gls) = (x — a)’ [£ dol i uc ]. Se 
fosse y” (a) < O existiria é > O tal que, para O < |x — a| < ô, a expressão dentro dos 
colchetes, e consequentemente p(x), seria < 0. Contradição. Logo deve ser " (a) > 0, 
isto é, f” (a) > g"(a). 4 
Para fixar idéias, seja f" (c) > 0. Existe 6 > 0 tal quec — ô < z < c+ 8 — f(x) > 0. 
Então f é convexa no intervalo (c — 6,c + 6). 


A soma de duas funções convexas é convexa mas o produto, nem sempre. Exemplo: (2? = 
1)2?. 

Se f é convexa, seja X — te € Hjf(z) x e Dados x,y € Xez«z«y 
tem-se z = (1 — t)z + ty, com 0 € t € 1. Então f(z) = f((1— t)z + ty) < 
Ufa) - t(£(y)) € (1— tjet te = c logo z € X. Assim, X é um intervalo e f 
é quase-convexa. 

Sejam c = max(f(x), f(y)) ez = (1 — t)z + ty com 0 € t € 1. Então /(z) € c, 
f(y) € ce z pertence ao intervalo cujos extremos são x, y. Logo f(z) < c. 

Se o mínimo de f é atingido no ponto a então, dados z < y em [a,b], tem-se x: € [a, y] 
logo f(x) € max(f(a), f(y)) = f(v) portanto f é não-decrescente. Analogamente, se 
o mínimo de f é atingido no ponto b então f é não-crescente. Daí se segue que se f atinge 
seu mínimo no ponto c € (a,b) então f é não-crescente em [a, c] e n&o-decrescente em 
le, b]. 

A existência de c decorre do Teorema do Valor Intermediário. Resta provar a unicidade. Se 
existissem c3, c2 taisquea < c1 < cy < be f(c1) = f(cea) = O,seriacy = ta-F(1--1)eo 
com 0) < t < 1. Pela convexidade de f, viria então 0 = f(c) <tf(a) + (1 — Of(cs), 
donde tf (a) > 0, contradição. 

Basta provar que z € I = f(z) € I. Oraz € I > [x —e| € 6 > [/(z) -a| X 
MG) — Fla) + |f (a) — al € kle — abr (1-896 < kô+(1— 8)6 = 6 = (o) € L 


2—0,76666469. 


Use o Exercício 3.1. 


Note que |f'(z)| € 1/a < 1. 


A integral de Riemman 


Dado € > Q existe n € N tal que 1/2" < &/2. A restrição fj, de f ao intervalo [1/2"', 1], 
é uma função-escada, portanto integrável. Existe então uma partição P} deste intervalo tal 
que S(fi; F1) — s(fi; i) < €/2. A partição P = P U (0) do intervalo [0, 1] cumpre 
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“SF P) - s(f; P) «e. 


2.2. Se f é ímpar, basta provar que jus f(x)dz = — bh f (z)dz. Ora, a cada partição P de 
(0, a] corresponde uma partição P de [—a, 0], obtida trocando-se os sinais dos pontos de 
divisão. Como f(—2) = — f(x), se no intervalo [t;- 1, t] de Po inf eo sup de f são m; 
e Mi, então, no intervalo [ti —ti-1], o inf e o sup de f são, respectivamente; — M; e 
=mi. Portanto S(f; P) = —s(f; P) es(f; P) = —S(f; P). Daí resulta imediatamente 
a proposição. Analogamente para o caso de f par. 


2.3. Evidentemente, f é descontínua nos racionais. Seja c € la, bj irracional. Dado = > 0,0 
conjunto dos números naturais q < 1/€, e portanto o conjunto dos pontos x = p/q € la, bj 
tais que f(x) = 1/g > e, é finito. Seja é > O a menor distância de c a um desses 
pontos. Então z € (c — ô,c + 8) > f(x) < ee f é contínua no ponto c. Toda soma 
inferior & f; P) é zero pois todo intervalo não-degenerado contém números irracionais. 
Logo fi f(z)dz = 0. Quanto à integral superior, dado e > 0, seja F = (21,...,2n) 
9 conjunto dos pontos de [a,b] para os quais se tem f(x:;) > e/2(b — a). Com centro 
um cada z; tome um intervalo de comprimento < €/2n, escolhido de modo que esses 
n intervalos sejam 2 a 2 disjuntos. Os pontos a, b, juntamente com os extremos desses 
intervalos que estejam contidos em [a, 6], constituem uma partição P tal que S (f; P) «e. 
Logo Jè (z)dz =0. 


24. Sejam = f(c)/2. Existe 6 > O tal que f(x) > m para todo z € [c — 6,c+ 6]. Então, 
para foda partição P que contenha os pontos c — 6 e c+ô, tem-se s(f; P) > 2m6. Segue-se 
que f^ f(z)dz > s(f; P) » 0. 


2.5. Para toda partição P de [a, b] vale s(; P) = s(g; P)eS(o; P) = S(g; P) + (b — a) 
Logo J od S e T5 b , j 
go f, e(z)dz = f, g(z)dze Jf ve(z)de = f; o(z)dx -- (b — a). Em particular, para 


gle) = 2, f^ f(z)dz = (b? —a2)/2e fé ra)de = (b? — a2)/2 + (b — a). 
3.1. Para x,y € [a,b], 
fra 


V2(f + 9 — |f - gll. f+ = mex(/0) e f- = 


IF(z) — F()l = < M.ļe — yl, 


bids M = sup{ |f); t € [a b]}- 


32. e = 3I +g + |f — gl]. v 
— mini, 0}. 


3.3. A desigualdade de Schwarz para integrais resulta do fato de que, no espaço vetorial das 
a o) b 

funções contínuas em [a,b], (f, g) = f^ f(z)g(a)da define um produto interno. Para os 

leitores não familiarizados ainda com Álgebra Linear, essa desigualdade pode ser provada 


com o argumento usado no Capítulo 2, Exercício (2.7), considerando o trinômio do segundo 
grau p(A) = bl (f(x) + Ag(z))?dz. 


Cap. 13 Seção 11 


Cálculo com Integrals 


4.1. O conjunto dos pontos da descontinuidade de f é Q N [a, b], portanto enumerável e con 


séqüéntemente de medida nula. 


4.2. Dada a função monótona f:[a,b| — R, basta provar que o conjunto D dos pontos de 


descontinuidades de f em (a, b) é enumerável. Para cada x € D, sejam ay o menor e b; 
o maior dos trés números lim, ,5.—. f (y), im; »a+ f(y) e f(x). Como f é descontínua 
no ponto x, tem-se à; < by. Além disso, como f é monótona, se x Æ y em D então os 
intervalos abertos (as, bz) e (ay, by) são disjuntos. Para cada z € D escolha um número 
racional r(z) € (a5, bz). A função x — r(x), de Dem Q, é injetiva logo D é enumerável. 


4.3. Todos os pontos do conjunto D — D’ são isolados, logo este conjunto é enumerável, em 


virtude do Exercício 3.4, Capítulo 5. Segue-se que D é enumerável, pois D'C (D— DJU 
D'. 


44. A função f:[0,1] — R, igual a 1 nos racionais e O nos irracionais, anula-se fora de um 


conjunto de medida nula mas não é integrável. Por outro lado, se f: [a,b] — R é integrável 
e igual a zero fora de um conjunto de medida nula, então em qualquer subintervalo de [a, b] 
o ínfimo de f é zero, logo Í, J(z)dz = 0 donde fy f(z)dz = 0. 


45. (@Ņ Se X C AU- Ug então X C Ji U- -U Jp, onde Jj éo intervalo aberto de mesmo 


centro e comprimento dobro de 1;. Logo 5. |1;| < € > 55 |J;| < 2e. Segue-se que X 
tem conteúdo nulo. 

(b)Todo conjunto de conteúdo nulo é limitado, logo o conjunto Q, que tem medida nula, não 
tem conteúdo nulo. Além disso, QN la, bj, embora seja limitado, tem medida nula mas não 
tem conteúdo nulo, em virtude do item (a), pois seu fecho é [a, b}, cujo conteúdo não é nulo. 
(c) Use Borel-Lebesgue. 

(d) A diferença g — f: [a, b] — R é igual a zero exceto num conjunto X, de conteúdo nulo. 
Seja M = supx |g — f|. Todas as somas inferiores de |g — f| são zero. Quanto às somas 
superiores, dado e > 0, existem intervalos abertos /4,... , Jy tais que X C HU... Ue 
|| +-- -+ e| « €/M. Sem perda de generalidade, podemos supor que os intervalos 1; 
estáo contidos em fa, b. As extremidades desses intervalos, juntamente com a e b, formam 
uma partição P de la, b]. Os intervalos dessa partição que contêm pontos de X são os /;. 
Como; |Jj| < €/M, segue-se que S(g — f; P) < e. Consegiiêntemente J2lo- f|=0. 
Daí g — f é integrável e sua integral é zero. Finalmente,g = f + (g — f) € integrável e 


hs= ft. 


11. Cálculo com integrais 


12. Dada qualquer partição P = (to,... , £4] do intervalo cujos extremos são c e x, tem-se 
f(x) — fleo) = 5 [f(t;) — f(t;-1)]. Use o Teorema do Valor Médio em cada f(t;) — 
F(t;-1) e conclua que s(/^; P) € f(x) — f(c) € S(J'; P) para qualquer partição P. 


1.3. Sabe-se que f é não-decrescente. Se f não fosse crescente existiriam x < y em o. bj com 


us 


f(x) = f(y). Então f seria constante e f^ seria nula no intervalo [z, y], que não tem 
conteúdo nulo. 


14. f(b) — F(a) = SÈ f'(z)dz = f'(c).(b a). a <c « 


R P 
1.5. Fixando c € (a, b) tem-se p(z) = fi e) f(0)at — je f (£)dt. Basta então considerar 


Lope) 
elx) = fU f(tdt Ora, p = Foo, onde F:[a,5]] — R é dada por F(z) = 
Só f(f)dt. Usar a Regra da Cadeia. 


1.7. Use integração por partes. 


2.2. Basta provar que se f é ilimitada então, para toda partição P e todo número A > O existe uma 
partição pontilhada P* = (P, £) tal que | ^(f; P*)| > A. Com efeito, dada P, em pelo 
menos um dos seus intervalos, digamos lii b ti), f é ilimitada. Fixando primeiro os pontos 
£j nos demais intervalos, pode-se escolher £; € [t;-1, ti] de modo que | (f; P*)| > A. 


23. Dado e > O, existe P = fto,... tn) tal que | (f; P*) — L| < €/4 seja qual for o 
modo de pontilhar P. Fixe P e a pontilhe de 2 modos. Primeiro escolha em cada [£;-1, ti] 
um ponto £; tal que f(£;) < m; + c/An(t; — ti-1), obtendo P* com $- (f; P*) < 
s(f; P) + e/4. Analogamente, obtenha PË tal que.S(f; P) — e/4 < D(F; PF), Daí 
S5 P) - s(f; P) < D PF) = DU; P") + e/2. Mas, como |X (7; P") — L| < 
s/4e |E; PË) — L| < e/4 vale (fi PF) — 3(5 P*) < e/2. Logo S(f; P) — 
s(f; P) < e f éintegrável. Evidentemente f? f(x)dz = L, pelo Teorema 7. 


24. E FEJA — 6) = 35 EE — t3) 92 f(6-lo(0) — Et: — 
t;-1). A segunda parcela do segundo membro tende a zero quando | P| — 0 pois | f(£;)| < 
ES < 


: b ; 
2.7. Pelo Exercício 28 Ja f(z)dx/(b — a) = lima-soo M(f;n). Como f é convexa, 
M(f;n) > F Zila + ih) onde h = (b — a)/n. Ora, L377 (a + ih) = 


ml atb 2. (g+)/2 quando n — oo. 


3.1. Para todo z € R, f(z) = f(z/2--z/2) = f(z/2)) > 0. Se existisse c € R 
com f(c) = O então f(x) = f(s — c)f(c) = O para todo z € R. Logo f(x) > 0 
qualquer que seja a. Além disso, f(0) = f(0 + 0) = f(D).f(0), logo (0) = 1 
Também f(—a)f(x) = f(—x +=) = f(0) = 1, portanto f(—2) = f(x) !. Daí 
f(p.z) — f(z)? para todo p € Z. E, para todo q € N, f(x) = f(x/g+ + 2/9) = 
F(x/a)º, donde f(z/q) = f (x)'/*. Então, para todo r = p/q € Q, com q € N, tem-se 
Hr) = Sola) = f(1/a} = f(1)"* = f(1). Seja f(1) = e*. Segue-se que 
f(r) = e” para todor € Q. Como f é contínua, tem-se f(x) = e?” para todo z € R. 
A segunda parte se prova de modo análogo (v. Corolário 1 do Teorema 7) ou usando o fato 
de que exp e log são inversas uma da outra. 


32. Comoz, —2441 = log(14-1/n) —1/(n-4-1), basta observar que, no intervalo [1, 1--1/n] 


o mínimo da função 1/x é n/(n + 1) logo log(1 + 1/n) = pem dz/z > IA = 
nm 


1 
nal 


3.3. Pondo z = 1/3, tem-se lim, o z. log e = limy—oo m =0. 


3.4. Pondo z/n = y, vem (1 + x/n)^ = (1 + yy = [(1+ v) /*]* logo lima soo(1 + 
z[n)^ = lim, Soft t lv = et, 


4.1. Divergente, divergente e convergente. 


4.2. As três convergem. 


43. A integral em questão vale Y 7, -9(— 1). a onde am é o valor absoluto de 


(n4-1)r 
f sen(z?)dz. 
Jus 


Como |sen(z?)| < teme 0 < an <v(n+ 1) — yrr logo liman = 0. 
Na integral cujo valor absoluto é an +1. faça a mudança de variável x = Vu? Fa, 
dz = udu/Vu? + x, note que v(n+l)a <a < V/n--2)r & nm Sut 
a/(n + 1)m e que 0 < ujVuld m < 1e conclua que an+ı « 0s. Pelo Teo- 
rema de Leibniz, a integral converge. A concavidade da função |sen(z?)] no intervalo 
[Vnm, y(n + 1)r] mostra que an é maior do que a área do triângulo isósceles de base 
neste intervalo e altura 1. Logo a série 5, an diverge e a integral J = |sen(2°)|dz 
também. 

4.4. O método é o mesmo do exercício anterior. Escrevendo a = (nr eb = v (n+ lr 
tem-se f E sen(z^) E « área do retângulo cuja base é o intervalo [o, b] e cuja altura 
mede b. Como bt — af = 7 = (b— a) (a? + a?b4 ab? + b3), essa área vale b(b — «) = 
bx/(a3 + ab + ab? + b3) logo tende a zero quando n — oo. Pondo o = (nt 
2)r, a mudança de variável z = Vu* +r mostra que an 41 = f E sen (z^) |dz = 
To Jusen(u!)| regado logo an+1 < ün = IN [z:sen(z)|dz. Pelo Teorema de 


Leibniz, a série $S% o(—1)” an converge para o valor da integral em questão. 


45. Seja p(z) = JT f(t)dt, x > a. Por hipótese existe L = lime oo e (x). Logo, dado 
e> O existe A > O tal quez > A > L-e < p(z) < L. Daz > 2A— L-e« 
Q(z/2) < vx) < L, donde e > e(z) — e(z/2) = f f(t)dt > (/2). f(x) pois f 
é não-crescente. Logo lima. o5 (2/2) f(x) = 0 e o resultado segue-se. 

4.6. Defina g: [a, +00) — R pondo p(t) = E f(z)dz. Para t > a, sejam Mi = 
sup(e(z);z > th m = inf(e(z)z 2 t} ews = Me me Então w = 
sup(le(y) — e(z)| zy > t). (Cfr. Lema 3, Seção 1, Capítulo 10) A condição enun- 
ciada equivale a afirmar lime» pos wt = 0. O resultado segue-se então do Exercício 33, 


Capítulo 6. 


12. 


1.1. 
1.2. 


13. 


14. 


1.5. 


1.6. 
1.7. 


21. 


2. 


2.6. 


27. 


Segiiências e séries de funções 


Tem-se lim fn = f, onde f(x) = 0se0< x « 1, f() = 1/2e f(z) 2 15e > 1. 


A convergência fa — f é monótona tanto em [0,1 — 6] como em [1 + 6, +00). Pelo 
Teorema de Dini, a convergência é uniforme em [0,1— 6] porque este intervalo é compacto. 
No outro intervalo, basta observar que cada Ín é crescente, logo f, (14-6) > 1 -e => 
fala) > 1 — e para todo g > 1 +ô. 


Seja a = 1 — 6. Então € [-1+6,1— ô] significa |z| < a < 1. E|lz| a«12 
F £ < 

Dion lia — z) < izn le]! < Bisa a =a"/(1 — a). Logo, para todo € > 0 

existe no € Nta quen > ng => Din [c — 2º] < €, 0 que a segura a convergência 

uniforme. A afirmação inicial é clara. 


A necessidade da condição é evidente. Quanto à suficiência, observar que, paratodoz € X, 
a següéncia de números reais fnlz),n E N, é de Cauchy logo, pelo Exercício 2.7 do 
Capítulo 3, existe lim, oo fe (z) = f(x). Isto define numa função f: X > Ref, > f 
simplesmente. Para provar que a convergência é uniforme, tome € > 0 e obtenha ng € N 
tal que m,n > no => |fm(x) — fa(z)| < £/2 para todo x € X. Fixen > no € faça 
m — oo nesta desigualdade. Conclua que n > no => | f(x) — fls) < e/2 < e para 
todoz € X. 


Se fa — f uniformemente em X então, dado e = 1, existe ng € N tal que n > 
no > |lfa(2)] — |f(2)]] < lale) — f(z)| < 1 para todo x € X. Logon > ng > 
lfa) < IF) - 1e|f(z)| < |fn(x)| + 1. Daí segue-se o resultado. 


Adapte a demonstração do Teorema de Leibniz (Teorema 3, Capítulo 4). 


Para todo z € X, a série Ne f» (x) converge, logo faz sentido considerar Tale) = 
fala) tinale) To. Como |ra(x)| € Rale) = alo) + La (2) | -- - *, segue- 
se que lim, os Tn (x) = Q uniformemente em X ,logo >: fa converge uniformemente. 


Note que |fn (2) + gn (2) — Ur) + 9(2))| < |fn(2) ~ (2) + los (2) — gle), que 
Ifa) i) — f(e)a()) < |tn(2)loa(2) — gle) + let Ms) = 16) : 
[9s (x) — 1/9(2)] = Qlo(x)os (2))-lon(2) — o(z)]. 
Como fj (£) = n. cos(nz), só existe lim, oo fi (2) quando lim, oo cos(nx) = 0. 
Levando em conta que cos(2na) = cos? (nz) — sen? (nz), fazendo n — oo obter-se-ia 
0 = —1. Logo lim, oo 7 (2) não existe, seja qual for x € [0, 1]. 


, € que 


O conjunto f(X ) é compacto, disjunto do conjunto fechado R — U. Pelo Exercício 4.4 
do Capítulo 5, existes > 0 tal que z € X, y E€ R-U s |z — y| 2 e, logo z € X 
f(x) — z| < € = z € U. Tome no € N tal que [fn (£) — f(x)| < e para todo n > ng 
e todo z € X. Então f,(X) CU sen > no. 


Dado e > 0, existe ng € N tal que m,n > ng > lfm(d) — fn(d)| < £/2. para 


32. 


B3. 


34. 
3.5. 


todo d € D, logo |fm(z) — fn(x)| € €/2 < & para todo x € X porque x é limite 
de uma seqüéncia de pontos de, D. Pelo critério de Cauchy, (Exercício 1.4) (fn) converge 


uniformemente em X. 


. Integre fn por partes e faça n — oo. 
. Adapte a demonstracáo do teste de d' Alembert, usando, se desejar, o Teorema 5. 
. Adapte a demonstracáo do teste de Cauchy, usando, se desejar, o Teorema 5. 


. Sejam a, b tais quea < 1/r < b. Então r. < 1/a, logo 1/a É R portanto existem infinitos , 


índices n tais qué a < X/ as]. Além disso, 1/b < r, logo existe p € R tal que i «par. 
Assim, para todo n suficientemente grande, tem-se %/Jan| < 1/p < b. Noutras palavras, 
apenas um número finito de índices n é tal que b < X/ [a4 |. Daí resulta que 1/r é valor de 
aderência da seqüéncia X/|a» | e nenhum número maior de 1/r tem a mesma propriedade. 
Tem-se >> ant” = Y bne” onde bj, = an e bos, = O. Assim os termos de 
ordem ímpar da segiiência %/|b,| são iguais a zero e os de ordem par formam a sequência 
4/ V Tas], cujo limite é /L. Portanto, a següéncia ( 4/]b;|) tem dois valores de aderência: 
0 e /L.. Pelo exercício anterior, o raio de convergência de Y^ ans?” €1/ yL. Raciocínio 
análogo para a outra série. : 
2 

O raio de convergência de X a^ z^ é +oose |a| < 1, 60 se la] > 1, e é igual a 1 se 
lat=1. 


Use o Corolário 2 do Teorema 9 (unicidade da representação em série de potências). 


Veja o Exercício 3.7, Capítulo 3. 
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2. E. L. Lima, Logarítmos. Sociedade Brasileira de Matemática, Rio de Janeiro, 
1994. 


Outros livros que muito podem ajudar a compreender os assuntos aqui estudados, 
tratando-os de outras maneiras e tocando em pontos que não foram aqui considerados 
são; 


. R. G. Bartle, Elementos de Análise Real. Editora Campus, Rio de Janeiro, 1983. 
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4. D. G. Figueiredo, Análise I. L.T.C. Rio de Janeiro, 1995 (2º edição). 

5. P. R. Halmos, Teoria Ingênua dos Conjuntos. Ed. USP, São Paulo, 1970. 
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. A. Hefez, Álgebra, vol. 1 Coleção Matemática Universitária, IMPA, Rio de 
Janeiro 1997 (2º edição). 
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L. H. Jacy Monteiro, Elementos de Álgebra, Ao Livro Técnico S.A., Rio de Janeiro, 
1969. 


8. W. Rudin, Princípios de Análise Matemática, Ed. UnB. e Ao Livro Técnico, Rio 
de Janeiro, 1971. 


so 


. M. Spivak, Cálculo Infinitesimal. 2 vols. Editorial Reverté, Barcelona, 1970. 
São recomendáveis ainda: 


10. R. Courant, Differential and Integral Calculus, vol. 1 Interscience, N. York, 
1947. (Em inglês.) 


11. O. Forster, Analysis 1. Vieweg, Braunschweig, 1987. (Em alemão.) 


12. S. Lang, Analysis I. Addison-Wesley, Reading Massachussets, 1969. (Em inglês) 
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